Тема 13. Теоремы и доказательства
В этой теме Вы ознакомитесь с отличительной особенностью математики по сравнению с физикой и другими науками – признавать только те истины или законы, которые доказаны. В связи с этим будет проанализировано понятие теоремы и рассмотрены некоторые виды теорем и методы их доказательства. 

09-13-03. Отличительная особенность математики

Теория

1.1. Если сравнить математику и физику, то обе эти науки используют как наблюдения, так и доказательства. Наряду с экспериментальной физикой существует теоретическая физика, в которой некоторые утверждения, как и теоремы в математике, доказываются на основе физических законов путем последовательного выведения одних суждений из других. Однако физические законы признаются истинными лишь в том случае, когда они подтверждаются большим числом экспериментов. Эти законы со временем могут уточняться. 

Математика также использует наблюдения. 

Пример 1. Наблюдая, что 
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можно сделать предположение, что сумма первых тысячи нечетных натуральных чисел равна 1000000. 

Это утверждение можно проверить, непосредственными вычислениями, затратив огромное количество времени. 

Можно сделать также общее предположение, что для любого натурального числа 
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 сумма 
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 начальных нечетных чисел равна 
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. Это утверждение непосредственными вычислениями проверить нельзя, потому что множество всех натуральных чисел бесконечно. Тем не менее сделанное предположение верно, потому что его можно доказать. 

Пример 2. Мы можем измерить углы многих треугольников. Каждый раз увидим, что сумма углов каждого треугольника приближенно равна 180
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. При практических измерениях невозможно получить точное значение измеряемой величины, невозможно также измерить сумму углов у всех треугольников. Тем не менее заключение о том, что сумма углов треугольника равна 180
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, является верным, если мы принимаем за аксиому пятый постулат Евклида. Это было доказано в 7 классе. 

Пример 3. Подставляя в многочлен 
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вместо 
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 натуральные числа от 1 до 10, мы получим простые числа 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. Можно высказать предположение, что при любом натуральном 
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 значение квадратного трехчлена 
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 является простым числом. Проверка показала, что это действительно так при любом натуральном 
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 от 1 до 39. Однако, при 
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 предположение неверно, так как получается составное число: 
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Использование доказательств, а не наблюдений для установления истинности теорем является отличительной особенностью математики. 

Заключение, сделанное на основе даже многочисленных наблюдений, считается математическим законом лишь тогда, когда оно доказано. 

1.2. Ограничимся интуитивным понятием доказательства, как последовательного выведения одних суждений из других, не проводя точного анализа понятия выведения или вывода. Детальнее проанализируем понятие теоремы. 

Теоремой принято называть утверждение, истинность которого устанавливается путем доказательства. Понятие теоремы развивалось и уточнялось вместе с понятием доказательства. 

В классическом смысле под теоремой понимают высказывание, которое доказывается путем выведения одних суждений из других. При этом должны быть выбраны некоторые начальные законы или аксиомы, которые принимаются без доказательства. 

Впервые система аксиом в геометрии была построена древнегреческим математиком Евклидом в его знаменитом труде Начала. Вслед за аксиомами в Началах Евклида излагаются теоремы и задачи на построение под общим названием предложения. Теоремы расположены в строгой последовательности. 

Каждая теорема сначала формулируется, затем указывается, что дано и что требуется доказать. Потом излагается доказательство со всеми ссылками на ранее доказанные предложения и аксиомы. Иногда доказательство заканчивается словами что и требовалось доказать. Переведенные на все европейские языки Начала Евклида, включающие 13 книг, оставались до 18 века единственным учебным пособием, по которому изучали геометрию в школах и университетах. 

1.3. Чтобы было легче выделить, что дано и что требуется доказать, теоремы формулируются в виде если ..., то .... Первая часть формулировки теоремы между если и то называется условием теоремы, а вторая часть, которая записывается после то, называется заключением теоремы. 

Условие теоремы содержит описание того, что дано, а заключение – что требуется доказать. 

Иногда такую запись теоремы называют логической формой теоремы, а сокращенно называют формой если- то. 

Пример 4. Рассмотрим следующую теорему. 

Если 
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 — четное натуральное число, то 
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 является нечетным числом. 

В этой теореме условие состоит в том, что берется любое четное число 
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. Заключением данной теоремы является то, что следующее за этим 
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 натуральное число 
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 нечетно. 

Часто условие и заключение записываются при помощи других слов. 

Пример 5. Теорему из примера 1 можно записать в следующей форме: 

Пусть 
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 — четное натуральное число. Тогда 
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 является нечетным числом. 

В этом случае вместо слова если используют слово пусть, а вместо слова то пишут слово тогда. 

Пример 6. Теорему из примера 1 можно записать также в следующей форме: 

Из того, что 
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 четное натуральное число, следует, что число 
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 нечетно. 

В этом случае вместо слова если используют слова из того, что, а слово то заменяют на слова следует, что. 

Пример 7. Иногда формулировка теоремы из примера 1 может выглядеть так: 

Четность числа 
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 влечет нечетность числа 
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В этом случае слово если опускается, а вместо слова то используется слово влечет. 

Иногда употребляют и другие виды записи теорем. 

1.4. В некоторых случаях условие теоремы в ее формулировке не записывают. Это происходит тогда, когда из текста ясно, какой вид может иметь это условие. 

Пример 8. Вы знаете теорему: медианы треугольника пересекаются в одной точке. 

В логической форме эта теорема может быть записана так: 

Если в любом треугольнике провести все медианы, то эти медианы пересекутся в одной точке. 

Пример 9. Теорема о бесконечности множества простых чисел может быть записана в виде: 

Если 
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 — множество всех простых чисел, то оно бесконечно. 

Для установления связей между теоремами в математике используют особый язык, который частично будет рассмотрен в последующих параграфах данной главы. 

Контрольные вопросы

1. Какие примеры наблюдений в математике Вам известны? 

2. Какие аксиомы геометрии Вы знаете? 

3. Какую запись теоремы называют логической формой теоремы? 

4. Что называется условием теоремы? 

5. Что называется заключением теоремы? 

6. Какие формы записи теорем Вы знаете? 

Задачи и упражнения

1. Какие предположения Вы можете сделать, наблюдая: 

а) произведения двух соседних натуральных чисел; 

б) суммы двух соседних натуральных чисел; 

в) суммы трех последовательных натуральных чисел; 

г) суммы трех нечетных чисел; 

д)
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 последние цифры в десятичной записи чисел 
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 при натуральных 
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; 

е)
[image: image29.wmf]*

 число частей, на которые плоскость разбивается 
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 различными прямыми, проходящими через одну точку; 

ж)
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 число частей, на которые плоскость разбивается 
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 различными прямыми, из которых 
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 прямых попарно параллельны и пересекают 
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 попарно параллельных прямых; 

з)
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 число частей, на которые плоскость разбивается 
[image: image36.wmf]n

 прямыми, какие три из которых не имеют общей точки? 

2. Какие предположения Вы можете сделать, наблюдая: 

а) суммы чисел, больших -1; 

б) произведения чисел, больших - 1; 

в)
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 числа вида 
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, где 
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 — натуральное число; 

г)
[image: image40.wmf]**

 суммы двух иррациональных чисел? 

3. Какое предположение Вы можете сделать, наблюдая центры окружностей, описанных около тупоугольных треугольников? 

4. Запишите в логической форме теорему: 

а) сумма внутренних углов выпуклого 
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-угольника равна 
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б) любые два прямоугольных равнобедренных треугольника подобны; 

в) равенство 
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 выполняется для любых целых чисел 
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 и 
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г) высота равнобедренного треугольника, проведенная к его основанию, делит пополам угол при вершине этого треугольника; 

д) для любых неотрицательных чисел 
[image: image46.wmf]x

 и 
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 выполняется неравенство 
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е) сумма двух противоположных углов вписанного в окружность четырехугольника равна 180
[image: image49.wmf]o
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ж) число 
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 не является рациональны числом; 

з) все простые числа, которые больше 10, нечетны; 

и) у квадрата диагонали равны, перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам; 

к) из всех четырехугольников, вписанных в заданную окружность, квадрат имеет наибольшую площадь; 

л)
[image: image51.wmf]*

 существует четное простое число; 

м)
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 ни одно простое число не может быть представлено в виде суммы двух различных нечетных натуральных чисел; 

н)
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 сумма кубов первых 
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 натуральных чисел является квадратом некоторого натурального числа. 

5.* Каждую из теорем, приведенных в предыдущей задаче, запишите в нескольких различных видах. 

Ответы и указания

Задача 1. Какие предположения вы можете сделать, наблюдая: 
а) произведения двух соседних натуральных чисел; 
б) суммы двух соседних натуральных чисел; 
в) суммы трех последовательных натуральных чисел; 
г) суммы трех нечетных чисел; 
д)
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 последние цифры в десятичной записи чисел 
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 при натуральных 
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; 
е)
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 число частей, на которые плоскость разбивается 
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 различными прямыми, проходящими через одну точку; 
ж)
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 число частей, на которые плоскость разбивается 
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 различными прямыми, из которых 
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 прямых попарно параллельны и пересекают 
[image: image63.wmf]n

 попарно параллельных прямых; 
з)
[image: image64.wmf]**

 число частей, на которые плоскость разбивается 
[image: image65.wmf]n

 прямыми, каждые три из которых не имеют общей точки? 

Указание. а) Произведения четны; 

б) суммы нечетны; 

в) делятся на 3; 

г) нечетны и делятся на 3; 

д)
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 могут получаться только четыре цифры: 

0, 1, 5, 6; е)
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[image: image68.wmf]2

n

 частей; 

ж)
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з)
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Задача 4. Запишите в логической форме теорему: 
а) сумма внутренних углов выпуклого 
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-угольника равна
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б) любые два прямоугольных равнобедренных треугольника подобны; 
в) равенство 
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 выполняется для любых целых чисел 
[image: image76.wmf]m

 и 
[image: image77.wmf]n

; 
г) высота равнобедренного треугольника, проведенная к его основанию, делит пополам угол при вершине этого треугольника; 
д) для любых неотрицательных чисел 
[image: image78.wmf]x

 и 
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 выполняется неравенство 
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; 
е) сумма двух противоположных углов вписанного в окружность четырехугольника равна 180
[image: image81.wmf]o

; 
ж) число 
[image: image82.wmf]2

 не является рациональным числом; 
з) все простые числа, которые больше 10, нечетны; 
и) у квадрата диагонали равны, перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам; 
к) из всех четырехугольников, вписанных в заданную окружность, квадрат имеет наибольшую площадь; 
л)
[image: image83.wmf]*

 существует четное простое число; 
м)
[image: image84.wmf]*

 ни одно простое число не может быть представлено в виде суммы двух различных нечетных натуральных чисел; 
н)
[image: image85.wmf]*

 сумма кубов первых 
[image: image86.wmf]n

 натуральных чисел является квадратом некоторого натурального числа. 

Указание. а) Если 
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-угольник выпуклый, то сумма его внутренних углов равна 
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б) если два треугольника равнобедренные и прямоугольные, то они подобны; 

в) если 
[image: image89.wmf]m

 и 
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 — целые числа, то 
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г) если треугольник равнобедренный, то высота, проведенная к его основанию, делит угол при вершине пополам; 

д) если 
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е) если четырехугольник вписан в окружность, то сумма двух его противоположных углов равна 
[image: image95.wmf]180
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ж) если 
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 — рациональное число, то 
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 не равно 2; 

з) если 
[image: image98.wmf]p

 — простое число, и 
[image: image99.wmf]10
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, то 
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 нечетно; 

и) если четырехугольник квадрат, то его диагонали равны, перпендикулярны и точкой пересечения делятся пополам; 

к) если четырехугольник 
[image: image101.wmf]ABCD

 вписан в окружность, и 
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 — вписанный в эту окружность квадрат, то площадь четырехугольника 
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 не больше площади квадрата 
[image: image104.wmf]K

; 

л)
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 существует натуральное число 
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 такое, что если 
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 четно, то 
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 простое; 

м)
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 если 
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 — простое, и 
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н)
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 если 
[image: image115.wmf]333

12

S…n

=+++

, то 
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