Тема 14. Элементы геометрии Лобачевского
В этой теме вы познакомитесь с геометрией Лобачевского, отличной от геометрии Евклида. Будет рассмотрена симметрия относительно Евклидовой окружности, а ее свойства будут использованы при решении задач на построение в плоскости Лобачевского на модели Пуанкаре. 

09-14-01. Симметрия относительно прямой и окружности

Теория

1.1.* Мы знаем, что различные точки 
[image: image1.wmf]A

 и 
[image: image2.wmf]1
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 называются симметричными относительно прямой 
[image: image3.wmf]a

 в заданной плоскости, если отрезок 
[image: image4.wmf]1

AA

 перпендикулярен прямой 
[image: image5.wmf]a

 и делится прямой 
[image: image6.wmf]a

 пополам (рисунок 1). Каждая точка прямой 
[image: image7.wmf]a

 симметрична сама себе. 

Определим теперь симметрию относительно окружности. 

Пусть дана окружность радиуса 
[image: image8.wmf]r

 с центром 
[image: image9.wmf]O

 и точка 
[image: image10.wmf]A

, отличная от точки 
[image: image11.wmf]O

. Будем обозначать эту окружность буквой 
[image: image12.wmf]å

. 

Точка 
[image: image13.wmf]1
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, симметричная точке 
[image: image14.wmf]A

 относительно окружности 
[image: image15.wmf]å

, строится следующим образом. 

Рассмотрим три возможных случая. 

Первый случай. Пусть точка 
[image: image16.wmf]A

 лежит вне окружности. Тогда проведем касательную 
[image: image17.wmf]AB

 к окружности и из точки касания 
[image: image18.wmf]B

 опустим перпендикуляр на луч 
[image: image19.wmf]OA

. Основание 
[image: image20.wmf]1

A

 этого перпендикуляра и есть искомая точка, симметричная точке 
[image: image21.wmf]A

 относительно данной окружности (рисунок 2). 

Второй случай. Пусть точка 
[image: image22.wmf]A

 лежит внутри окружности 
[image: image23.wmf]å

. Тогда к лучу 
[image: image24.wmf]OA

 в точке 
[image: image25.wmf]A

 восстанавливаем перпендикуляр до пересечения с окружностью в некоторой точке 
[image: image26.wmf]B

, а затем через точку 
[image: image27.wmf]B

 проведем касательную 
[image: image28.wmf]1

BA

 к окружности до пересечения с лучом 
[image: image29.wmf]OA

. Точка 
[image: image30.wmf]1
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 и есть искомая точка, симметричная точке 
[image: image31.wmf]A

 относительно данной окружности. 

Третий случай. Пусть точка 
[image: image32.wmf]A

 лежит на окружности 
[image: image33.wmf]å

. Тогда точка симметрична самой себе, то есть 
[image: image34.wmf]1

A

 совпадает с 
[image: image35.wmf]A

. 

Сравнивая рисунки 2 и 3, видим, что если точка 
[image: image36.wmf]1

A

 симметрична точке 
[image: image37.wmf]A

, то и точка 
[image: image38.wmf]A

 также симметрична точке 
[image: image39.wmf]1
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, то есть точки 
[image: image40.wmf]A

 и 
[image: image41.wmf]1
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 взаимно симметричны относительно окружности.  
1.2.* На рисунке 2 радиус 
[image: image42.wmf]OB

 перпендикулярен касательной 
[image: image43.wmf]AB

. Поэтому 
[image: image44.wmf]1

OA

 есть проекция катета 
[image: image45.wmf]OB

 прямоугольного треугольника 
[image: image46.wmf]ABO

 на гипотенузу 
[image: image47.wmf]OA

. Следовательно, для точек 
[image: image48.wmf]A

 и 
[image: image49.wmf]1

A

 выполняется соотношение 
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Для точки 
[image: image51.wmf]A

, лежащей на данной окружности 
[image: image52.wmf]å

, симметричная ей точка 
[image: image53.wmf]1

A

 совпадает с точкой 
[image: image54.wmf]A

, а поэтому также выполняется соотношение 
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Следовательно, симметрию относительно данной окружности можно определить как преобразование, при котором каждая точка 
[image: image56.wmf]A

, отличная от точки 
[image: image57.wmf]O

 переходит в точку 
[image: image58.wmf]1

A

 на луче 
[image: image59.wmf]OA

 такую, что 
[image: image60.wmf]2
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 (рисунок 4). 

Если для каждой точки 
[image: image61.wmf]A

 фигуры 
[image: image62.wmf]F

 построить точку 
[image: image63.wmf]1
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, симметричную 
[image: image64.wmf]A

 относительно данной окружности 
[image: image65.wmf]å

, то получим фигуру 
[image: image66.wmf]1

F

, симметричную фигуре 
[image: image67.wmf]F

 (рисунок 5). 

Говорят также, что 
[image: image68.wmf]F

 преобразуется в 
[image: image69.wmf]1
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 при симметрии относительно окружности. 

1.3.* Перейдем к изучению основных свойств симметрии относительно окружности, которые потребуются в дальнейшем. 

Так как симметрия относительно окружности не определяется для центра 
[image: image70.wmf]O

 этой окружности, то всюду в дальнейшем будем предполагать, что при преобразовании любой геометрической фигуры мы точку 
[image: image71.wmf]O

 не рассматриваем. 

Свойство 1. Прямая, проходящая через точку 
[image: image72.wmf]O

, при симметрии относительно окружности преобразуется в себя. 

Доказательство. Рассмотрим на рисунке 6 прямую 
[image: image73.wmf]a

. Из определения симметрии относительно окружности любая точка 
[image: image74.wmf]A

 этой прямой переходит в точку 
[image: image75.wmf]1

A

 луча 
[image: image76.wmf]OA

, то есть в точку этой же прямой. В результате сможем получить любую точку 
[image: image77.wmf]B

 прямой 
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, потому что при симметрии относительно окружности 
[image: image79.wmf]å

 в точку 
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 перейдет точка 
[image: image81.wmf]1
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, симметричная точке 
[image: image82.wmf]B

. 

Из равенства 
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 видно, что если точка 
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 будет неограниченно удаляться вдоль прямой 
[image: image85.wmf]OC

 вправо от точки 
[image: image86.wmf]C

, то симметричная ей точка 
[image: image87.wmf]A

¢

 будет двигаться влево от точки 
[image: image88.wmf]C

, приближаясь к точке 
[image: image89.wmf]O

. 

Свойство 2. Пусть точка 
[image: image90.wmf]1
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 симметрична точке 
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 и точка 
[image: image92.wmf]1
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 симметрична точке 
[image: image93.wmf]B

 относительно окружности. Тогда 
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Доказательство. Рассмотрим рисунок 7 Из равенства 
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 и 
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 получим равенство 
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, откуда 
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. Следовательно, треугольники 
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 и 
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, имеющие общий угол 
[image: image101.wmf]AOB

, подобны. Указанные углы в этих треугольниках соответственные, а поэтому равны. 

1.4.* Продолжим рассматривать свойства симметрии относительно окружности. 

Свойство 3. Прямая, не проходящая через точку 
[image: image102.wmf]O

, при симметрии преобразуется в окружность, проходящую через точку 
[image: image103.wmf]O

. 

Доказательство. Рассмотрим прямую 
[image: image104.wmf]l

, как на рисунке 8. Опустим на эту прямую перпендикуляр 
[image: image105.wmf]OA

 из центра 
[image: image106.wmf]O

. Построим для точки 
[image: image107.wmf]A

 симметричную ей точку 
[image: image108.wmf]1
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, и на отрезке 
[image: image109.wmf]1

OA

, как на диаметре, построим окружность 
[image: image110.wmf]S

. 

Проведем с началом в точке 
[image: image111.wmf]O

 любой луч, пересекающий прямую 
[image: image112.wmf]l

 в некоторой точке 
[image: image113.wmf]B

. Построим для точки 
[image: image114.wmf]B

 симметричную ей точку 
[image: image115.wmf]1
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. По свойству 2 имеем равенство 
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. Следовательно, точка 
[image: image117.wmf]1
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 лежит на окружности 
[image: image118.wmf]S

. 

Указанным построением можем получить любую точку 
[image: image119.wmf]1

B

 окружности (за исключением точки 
[image: image120.wmf]O

), поэтому прямая 
[image: image121.wmf]l

 при симметрии преобразуется в окружность 
[image: image122.wmf]S

. 

Иногда в этом случае говорят, что при симметрии относительно окружности образом прямой 
[image: image123.wmf]l

 является окружность 
[image: image124.wmf]S

. 

Так как при симметрии относительно окружности соответствующие друг другу точки взаимно симметричны, то выполняется свойство, обратное свойству 3: 

Свойство 4. Окружность, проходящая через точку 
[image: image125.wmf]O

, преобразуется при симметрии в прямую, не проходящую через точку 
[image: image126.wmf]O

. 

1.5.* Продолжаем изучение свойств симметрии относительно окружности. 

Свойство 5. Окружность, не проходящая через точку 
[image: image127.wmf]O

, преобразуется при симметрии в окружность, также не проходящую через точку 
[image: image128.wmf]O

. 

Доказательство. Пусть дана окружность 
[image: image129.wmf]l

, не проходящая через точку 
[image: image130.wmf]O

 (рисунок 10). Через точку 
[image: image131.wmf]O

 и центр окружности 
[image: image132.wmf]l

 проведем прямую. 

Пусть она пересечет 
[image: image133.wmf]l

 в точках 
[image: image134.wmf]A

 и 
[image: image135.wmf]B

. Для точек 
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 и 
[image: image137.wmf]B

 построим симметричные им точки 
[image: image138.wmf]1
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 и 
[image: image139.wmf]1
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 и на отрезке 
[image: image140.wmf]11

AB

, как на диаметре, опишем окружность 
[image: image141.wmf]1

l

. 

Проведем любой луч с началом в точке 
[image: image142.wmf]O

, пересекающий окружность 
[image: image143.wmf]l

. Рассмотрим одну из точек пересечения — точку 
[image: image144.wmf]C

. Построим для нее симметричную точку 
[image: image145.wmf]1
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. По свойству 2 имеем равенства: 


[image: image146.wmf]1111

OACOCAOBCOCB

Ð=Ð,Ð=Ð.


Вычитая из первого равенства второе, получим 
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Следовательно, 
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, и поэтому точка 
[image: image149.wmf]1
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 лежит на окружности 
[image: image150.wmf]1

l

. 

Указанным построением можно получить любую точку 
[image: image151.wmf]1

C

 окружности 
[image: image152.wmf]1

l

. Значит, окружность 
[image: image153.wmf]1

l

 является образом окружности 
[image: image154.wmf]l

 при симметрии относительно окружности с центром 
[image: image155.wmf]O

. 

Из рисунка 10 можно получить, что если 
[image: image156.wmf]D

 — другая точка пересечения луча 
[image: image157.wmf]OC

 с окружностью 
[image: image158.wmf]l

, то симметричная ей точка 
[image: image159.wmf]1

D

 является второй точкой пересечения луча 
[image: image160.wmf]OC

 с окружностью 
[image: image161.wmf]1
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1.6.* При симметрии относительно окружности две различные точки переходят в две различные точки. Отсюда следует, что общие точки двух фигур 
[image: image162.wmf]F

 и 
[image: image163.wmf]G

 переходят в общие точки симметричных им фигур 
[image: image164.wmf]1
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 и 
[image: image165.wmf]1
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. При этом других общих точек фигуры 
[image: image166.wmf]1
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 и 
[image: image167.wmf]1
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 не имеют (напомним, что точки 
[image: image168.wmf]O

 исключается из рассмотрения). 

1.7.* Разберем случай преобразования окружности 
[image: image169.wmf]l

, когда окружность 
[image: image170.wmf]l

 пересекает окружность 
[image: image171.wmf]å

 в точках 
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 и 
[image: image173.wmf]B

, причем радиус 
[image: image174.wmf]OA

 перпендикулярен радиусу 
[image: image175.wmf]FA

 окружности 
[image: image176.wmf]l

, проведенному в точку 
[image: image177.wmf]A

. В этом случае касательные к окружностям 
[image: image178.wmf]å

 и 
[image: image179.wmf]l

 в точке 
[image: image180.wmf]A

 будут перпендикулярны друг другу. Поэтому говорят, что окружность 
[image: image181.wmf]l

 перпендикулярна окружности с центром 
[image: image182.wmf]O

 (рисунок 11). Иногда в этом случае говорят, что окружность 
[image: image183.wmf]l

 ортогональна окружности с центром 
[image: image184.wmf]O

. 

Свойство 6. Окружность 
[image: image185.wmf]l

, ортогональная окружности 
[image: image186.wmf]å

, преобразуется при симметрии в себя, причем ее внешняя дуга преобразуется во внутреннюю дугу и наоборот. 

Доказательство. Пусть при симметрии относительно окружности 
[image: image187.wmf]å

 окружность 
[image: image188.wmf]l

 переходит в окружность 
[image: image189.wmf]1

l

. Поскольку прямая 
[image: image190.wmf]OA

 — касательная к окружности 
[image: image191.wmf]l

, то она должна быть касательной и к 
[image: image192.wmf]1
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. Таким образом, окружность 
[image: image193.wmf]1
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 должна пройти через точки 
[image: image194.wmf]A

 и 
[image: image195.wmf]B

 и иметь в точке 
[image: image196.wmf]A

 касательную 
[image: image197.wmf]O

A. Следовательно, центр окружности 
[image: image198.wmf]1

l

 должен лежать на перпендикуляре к 
[image: image199.wmf]OA

, проведенном через точку 
[image: image200.wmf]A

, и на линии центров, которая является серединным перпендикуляром к отрезку 
[image: image201.wmf]AB

. Значит, центр окружности 
[image: image202.wmf]1

l

 совпадает с центром окружности 
[image: image203.wmf]l

. 

1.8.** Рассмотренное в этом параграфе преобразование симметрии относительно окружности иногда называют инверсией. Пусть 
[image: image204.wmf]O

-центр окружности 
[image: image205.wmf]å

, 
[image: image206.wmf]r

 – - ее радиус. Для инверсии относительно окружности 
[image: image207.wmf]å

 точку 
[image: image208.wmf]O

 называют центром инверсии, число 
[image: image209.wmf]2

kr

=

 называют степенью инверсии. 

Контрольные вопросы

1. Как построить точку, симметричную данной точке 
[image: image210.wmf]A

 относительно данной окружности? 

2. Как построить циркулем и линейкой фигуру, симметричную данной прямой относительно данной окружности? 

3. Как построить циркулем и линейкой фигуру, симметричную данной окружности относительно другой данной окружности? 

Задачи и упражнения

1. Построить фигуру, симметричную данной прямой 
[image: image211.wmf]l

 относительно окружности, касающейся прямой 
[image: image212.wmf]l

. 

2. В правильный треугольник вписана окружность. Во что преобразуются стороны треугольника при симметрии относительно вписанной окружности? Выполнить точные построения. 

3. Две окружности имеют общую хорду. Когда они симметричны одна другой относительно третьей окружности, проходящей через концы хорды? 

4. Две окружности пересекаются в точках 
[image: image213.wmf]A

 и 
[image: image214.wmf]B

 и каждая из них ортогональна к окружности с центром 
[image: image215.wmf]O

. Доказать, что точки пересечения 
[image: image216.wmf]A

 и 
[image: image217.wmf]B

 симметричны друг другу относительно окружности с центром 
[image: image218.wmf]O

. 

Ответы и указания

Задача 1. Постройте фигуру, симметричную данной прямой 
[image: image219.wmf]l

 относительно окружности, касающейся прямой 
[image: image220.wmf]l

. 

Указание. Воспользуйтесь свойством 3 симметрии относительно окружности, которая по условию касается прямой 
[image: image221.wmf]l

. 

Задача 3. Две окружности имеют общую хорду. Когда они симметричны одна другой относительно третьей окружности, проходящей через концы хорды? 

Указание. Пусть 
[image: image222.wmf]A

 и 
[image: image223.wmf]B

 — концы хорды и 
[image: image224.wmf]å

 — окружность, проходящая через точки 
[image: image225.wmf]A

, 
[image: image226.wmf]B

. Рассмотрите теперь две окружности 
[image: image227.wmf]k

 и 
[image: image228.wmf]l

, которые проходят также через точки 
[image: image229.wmf]A

 и 
[image: image230.wmf]B

 и симметричны друг другу относительно 
[image: image231.wmf]å

. При симметрии относительно 
[image: image232.wmf]å

 внешняя дуга 
[image: image233.wmf]AB

 окружности 
[image: image234.wmf]l

 переходит во внутреннюю дугу окружности 
[image: image235.wmf]k

. Следовательно, угол с вершиной 
[image: image236.wmf]A

, образованной внешней дугой 
[image: image237.wmf]AB

 окружности 
[image: image238.wmf]l

 с дугой 
[image: image239.wmf]AB

 окружности 
[image: image240.wmf]å

, преобразуется при симметрии относительно 
[image: image241.wmf]å

 в угол с той же вершиной 
[image: image242.wmf]A

, образованный внутренней дугой 
[image: image243.wmf]AB

 окружности 
[image: image244.wmf]k

 с дугой 
[image: image245.wmf]AB

 окружности 
[image: image246.wmf]å

. Поэтому угол между касательными в точке 
[image: image247.wmf]A

 к окружностям 
[image: image248.wmf]l

 и 
[image: image249.wmf]å

 равен углу между касательными в точке 
[image: image250.wmf]A

 к окружностям 
[image: image251.wmf]k

 и 
[image: image252.wmf]å

. Таким образом, касательная к 
[image: image253.wmf]å

 в точке 
[image: image254.wmf]A

 делит пополам угол между касательными в той же точке 
[image: image255.wmf]A

 к окружностям 
[image: image256.wmf]k

 и 
[image: image257.wmf]l

. Обратно, если это условие выполняется, то 
[image: image258.wmf]k

 и 
[image: image259.wmf]l

 симметричны относительно 
[image: image260.wmf]å

. 

Задача 4. Две окружности пересекаются в точках 
[image: image261.wmf]A

 и 
[image: image262.wmf]B

 и каждая из них ортогональна окружности с центром 
[image: image263.wmf]O

. Докажите, что точки пересечения 
[image: image264.wmf]A

 и 
[image: image265.wmf]B

 симметричны друг другу относительно окружности с центром 
[image: image266.wmf]O

. 

Указание. Докажите сначала, что окружность, ортогональная окружности с центром 
[image: image267.wmf]O

, симметрична самой себе относительно окружности с центром 
[image: image268.wmf]O
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