Тема 14. Элементы геометрии Лобачевского
09-14-02. Пятый постулат Евклида и открытие Лобачевского

Теория

2.1. При изучении параллельности прямых на плоскости мы особо выделим пятый постулат Евклида. 

Если две прямые образуют с одной и той же секущей два внутренних угла, сумма которых отлична от 180
[image: image1.wmf]o

, то эти прямые пересекаются с той стороны от секущей, где сумма углов меньше 180
[image: image2.wmf]o

. 
Независимо от пятого постулата Евклида нам удалось доказать, что через любую точку 
[image: image3.wmf]A

, не лежащую на прямой 
[image: image4.wmf]a

, можно провести прямую, параллельную прямой 
[image: image5.wmf]a

. Это делалось таким образом. Из точки 
[image: image6.wmf]A

 опускали перпендикуляр 
[image: image7.wmf]AB

 к прямой 
[image: image8.wmf]a

 (рисунок 1), а затем через точку 
[image: image9.wmf]A

 проводили прямую 
[image: image10.wmf]b

, перпендикулярную 
[image: image11.wmf]AB

 (рисунок 2). После этого доказывали, что прямые 
[image: image12.wmf]a

 и 
[image: image13.wmf]b

 не пересекаются, то есть параллельны. 

Добавление пятого постулата Евклида приводит к единственности прямой 
[image: image14.wmf]b

, проходящей через точку 
[image: image15.wmf]A

 и параллельной прямой 
[image: image16.wmf]a

: 

через любую точку 
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, не лежащую на прямой 
[image: image18.wmf]a

, можно провести единственную прямую, параллельную 
[image: image19.wmf]a

. 

Это утверждение иногда называют аксиомой параллельности в евклидовой геометрии. 

Если принять аксиому параллельности в качестве одного из основных свойств плоскости, то нетрудно доказать пятый постулат Евклида. 

Таким образом с помощью пятого постулата Евклида можно получить аксиому параллельности, а с помощью аксиомы параллельности можно получить пятый постулат Евклида. Поэтому говорят пятый постулат Евклида эквивалентен аксиоме параллельности. 

2.2. Пятый постулат Евклида в отличие от других аксиом Евклида менее очевиден, и в течение 2000 лет многие математики пытались вывести его из других аксиом Евклида. 

В 1826 г. гениальный соотечественник Николай Иванович Лобачевский в Казанском университете представил доклад о новой геометрии, которую он назвал воображаемой геометрией. Теперь она называется геометрией Лобачевского. 

Иногда геометрию Лобачевского называют неевклидовой геометрией. 

Система аксиом геометрии Лобачевского получается из системы аксиом Евклида простой заменой пятого постулата аксиомой Лобачевского:  
перпендикуляр и наклонная, проведенные в плоскости к одной прямой, могут не пересекаться (рисунок 3). 

Как из аксиомы Лобачевского вывести, что через некоторую точку плоскости можно провести две различные прямые, не пересекающие некоторую третью прямую? 

Геометрия Лобачевского имеет много общего с изучаемой нами евклидовой геометрией. Большинство утверждений, которые не связаны с понятием параллельности, имеют одинаковую формулировку в обеих геометриях. Приведем некоторые из таких общих утверждений: 

— через любые две различные точки можно провести единственную прямую; 

— две различные прямые либо не пересекаются, либо имеют только одну общую точку; 

— на данном луче от его начала можно отложить отрезок, равный заданному отрезку; 

— любой отрезок можно разделить на два равных отрезка; 

— каждый угол имеет определенную градусную меру от 0
[image: image20.wmf]o

 до 180
[image: image21.wmf]o

; 

— через любую точку можно провести единственный перпендикуляр к заданной прямой; 

— если две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны; 

— каждую прямую можно превратить| в числовую прямую, установив соответствие между действительными числами и точками этой прямой; 

— в любой треугольник можно вписать окружность. 

2.3.* Геометрия Лобачевского имеет много непривычных особенностей, которые сильно отличаются от тех свойств, к которым мы привыкаем, изучая евклидову геометрию. Приведем некоторые из таких свойств в геометрии Лобачевского: 

— через любую точку 
[image: image22.wmf]A

, не лежащую на прямой a, можно провести больше одной прямой, не пересекающейся с прямой 
[image: image23.wmf]a

; 

— сумма углов любого треугольника меньше 180
[image: image24.wmf]o

; 

— можно построить треугольник, сумма углов которого меньше 1
[image: image25.wmf]o

; 

— если три угла одного треугольника соответственно равны трем углам другого треугольника, то такие треугольники равны (четвертый признак равенства треугольников); 

— если одну из сторон острого угла спроектировать на другую его сторону, то проекция будет полуинтервалом конечной длины; 

— четырехугольник с четырьмя равными сторонами и четырьмя равными углами (неевклидов квадрат) имеет углы, каждый из которых меньше 90
[image: image26.wmf]o

; 

— существуют треугольники, вокруг которых нельзя описать окружность. 

2.4.* О существовании геометрии, отличной от геометрии Евклида, указывал также немецкий математик Гаусс в письмах к современникам. Три года спустя после выхода в свет мемуара Лобачевского О началах геометрии венгерский математик Бойаи, не зная об открытии Лобачевского, в 1829 году также опубликовал работу по неевклидовой геометрии. 

В 1868 г. итальянский математик Бельтрами обнаружил, что в евклидовом пространстве имеется поверхность, на которой кратчайшие линии ведут себя как прямые на плоскости Лобачевского. Эту поверхность (рисунок 4) называют псевдосферой. 

Реализацию геометрии Лобачевского в конкретных образах называют моделью геометрии Лобачевского. 

Иногда вместо слова модель используют слово интерпретация. 

Одна из доступных моделей плоскости Лобачевского была предложена немецким математиком Клейном. В этой модели плоскость представляется как внутренняя часть некоторой выбранной окружности, а прямые — как хорды этой окружности без своих концов. 

Другая доступная модель плоскости Лобачевского была предложена французским математиком Пуанкаре. Эта модель и будет рассмотрена в данной главе. 

2.5.* Опишем модель Пуанкаре плоскости Лобачевского. 

В евклидовой плоскости возьмем горизонтально расположенную на рисунке 5 прямую 
[image: image27.wmf]p

. Точки верхней полуплоскости прием за точки плоскости Лобачевского, а самой плоскостью Лобачевского будем считать верхнюю полуплоскость евклидовой плоскости. При этом точки прямой 
[image: image28.wmf]p

 исключаются и не являются точками плоскости Лобачевского. 

Прямыми плоскости Лобачевского считаются евклидовы полуокружности с центрами на прямой 
[image: image29.wmf]p

, а также лучи с вершинами на прямой 
[image: image30.wmf]p

, перпендикулярные прямой 
[image: image31.wmf]p

. 

Например, на рисунке 6 изображены прямые 
[image: image32.wmf]a

, 
[image: image33.wmf]b

 и 
[image: image34.wmf]c

. 

Прямые и фигуры плоскости Лобачевского в отличие от евклидовых прямых и фигур будет называть неевклидовыми. 

2.6.* Покажем, что через любые две различные точки 
[image: image35.wmf]A

 и 
[image: image36.wmf]B

 можно провести единственную неевклидову прямую. 

Проведем серединный перпендикуляр 
[image: image37.wmf]m

 к отрезку 
[image: image38.wmf]AB

. 

Прямая 
[image: image39.wmf]m

 может не пересекать прямую 
[image: image40.wmf]p

. В этом случае прямые 
[image: image41.wmf]m

 и 
[image: image42.wmf]p

 параллельны, а поэтому прямая 
[image: image43.wmf]AB

 перпендикулярна прямой 
[image: image44.wmf]p

. Это значит, что луч 
[image: image45.wmf]KA

 на рисунке 7 является неевклидовой прямой, проходящей через точки 
[image: image46.wmf]A

 и 
[image: image47.wmf]B

. Другой такой неевклидовой прямой в виде полуокружности в этом случае не может, так как серединный перпендикуляр к отрезку 
[image: image48.wmf]AB

 должен проходить через ее центр. 

Прямая 
[image: image49.wmf]m

 может пересечь прямую 
[image: image50.wmf]p

 в некоторой точке 
[image: image51.wmf]O

 как на рисунке 8. В этом случае полуокружность с центром 
[image: image52.wmf]O

 и радиусом 
[image: image53.wmf]OA

 является неевклидовой прямой, проходящей через точки 
[image: image54.wmf]A

 и 
[image: image55.wmf]B

. Так как серединный перпендикуляр к отрезку 
[image: image56.wmf]AB

 должен проходить через центр проходящей через точки 
[image: image57.wmf]A

 и 
[image: image58.wmf]B

 окружности, то другой такой неевклидовой прямой в виде полуокружности не может быть. Поскольку отрезок 
[image: image59.wmf]AB

 в этом случае не перпендикулярен прямой 
[image: image60.wmf]p

, то не существует и неевклидовой прямой в виде луча, которая бы проходила через точки 
[image: image61.wmf]A

 и 
[image: image62.wmf]B

. 

2.7.* Покажем, что пятый постулат на модели Пуанкаре не выполняется. Для этого возьмем неевклидову прямую 
[image: image63.wmf]a

 и вне нее точку 
[image: image64.wmf]B

. На рисунке 9 неевклидова прямая 
[image: image65.wmf]a

 изображена лучом, перпендикулярным 
[image: image66.wmf]p

. Проведем луч 
[image: image67.wmf]1

b

, параллельный лучу 
[image: image68.wmf]a

, и полуокружность 
[image: image69.wmf]2

b

 с центром на прямой 
[image: image70.wmf]p

, касающаяся луча 
[image: image71.wmf]a

. Тогда 
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b

 и 
[image: image73.wmf]2

b

 изображают неевклидовы прямые, проходящие через точку 
[image: image74.wmf]B

 и не пересекающие неевклидову прямую 
[image: image75.wmf]a

. Все неевклидовы прямые, проходящие через точку 
[image: image76.wmf]B

 между 
[image: image77.wmf]1

b

 и 
[image: image78.wmf]2

b

 в заштрихованной области, не пересекают неевклидову прямую 
[image: image79.wmf]a

. 

На рисунке 10 неевклидова прямая 
[image: image80.wmf]a

 изображена полуокружностью. Проведем неевклидовы прямые 
[image: image81.wmf]1

b

 и 
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b

 в виде полуокружностей с центрами на прямой 
[image: image83.wmf]p

 и касающиеся полуокружности 
[image: image84.wmf]a

. Все неевклидовы прямые проходящие через точку 
[image: image85.wmf]B

 в заштрихованной области, не пересекают неевклидову прямую 
[image: image86.wmf]a

. 

2.8.* Главными видами перемещений неевклидовой фигуры 
[image: image87.wmf]F

 на модели Пуанкаре являются: 

— преобразование фигуры 
[image: image88.wmf]F

 в фигуру 
[image: image89.wmf]1

F

, симметричную фигуре 
[image: image90.wmf]F

 относительно евклидовой прямой, перпендикулярной 
[image: image91.wmf]p

, 

— преобразование фигуры 
[image: image92.wmf]F

 в фигуру 
[image: image93.wmf]1

F

, симметричную фигуре 
[image: image94.wmf]F

 относительно окружности с центром на прямой 
[image: image95.wmf]p

. 

Иногда такие перемещения фигур неевклидовой плоскости называют неевклидовыми перемещениями. 

Две неевклидовы фигуры называются равными, если одну из них можно получить из другой последовательным выполнением неевклидовых перемещений.  На неевклидовой прямой 
[image: image96.wmf]a

 дан отрезок 
[image: image97.wmf]AB

. Отложить на прямой 
[image: image98.wmf]a

 равный ему отрезок 
[image: image99.wmf]1

BA

 по другую сторону от точки 
[image: image100.wmf]B

. 
Первый случай. Пусть сначала неевклидова прямая 
[image: image101.wmf]a

 изображается лучом с вершиной 
[image: image102.wmf]O

, перпендикулярным 
[image: image103.wmf]p

 (рисунок 11). Проведем окружность с центром в точке 
[image: image104.wmf]O

 и радиусом 
[image: image105.wmf]OB

. Строим точку 
[image: image106.wmf]1

A

, симметричную точке 
[image: image107.wmf]A

 относительно этой окружности. Тогда отрезок 
[image: image108.wmf]1

BA

 симметричен отрезку 
[image: image109.wmf]BA

. Поэтому на плоскости Лобачевского эти отрезки равны по определению равенства фигур. 

Второй случай. Пусть теперь неевклидова прямая 
[image: image110.wmf]a

 изображается полуокружностью с центром на прямой 
[image: image111.wmf]p

. В точке 
[image: image112.wmf]B

 к этой полуокружности проведем касательную, пересекающую прямую 
[image: image113.wmf]p

 в точке 
[image: image114.wmf]O

 (рисунок 12). Проведем вспомогательную окружность 
[image: image115.wmf]S

 радиуса 
[image: image116.wmf]OB

 с центром в точке 
[image: image117.wmf]O

. Она будет ортогональна к окружности 
[image: image118.wmf]a

. Поэтому окружность 
[image: image119.wmf]a

 симметрична самой себе относительно окружности 
[image: image120.wmf]S

. Точку 
[image: image121.wmf]1

A

, симметричную точке 
[image: image122.wmf]A

 относительно окружности 
[image: image123.wmf]S

, можно получить как точку пересечения луча 
[image: image124.wmf]OA

 с полуокружностью 
[image: image125.wmf]a

. И в этом случае на неевклидовой прямой 
[image: image126.wmf]a

 построен неевклидов отрезок 
[image: image127.wmf]1

AB

, равный неевклидову отрезку 
[image: image128.wmf]AB

. 

2.9.** Рассмотрим откладывание вдоль неевклидовой прямой 
[image: image129.wmf]a

 отрезка, равного заданному отрезку 
[image: image130.wmf]AB

 этой прямой, приведенное в предыдущем пункте. При этом ограничимся только первым случаем. 

Выполнив построение отрезка 
[image: image131.wmf]1

AB

, равного отрезку 
[image: image132.wmf]AB

 мы можем onbrnphr| указанный процесс, и на дополнении луча 
[image: image133.wmf]1

AB

 отложить еще один отрезок 
[image: image134.wmf]11

AB

, равный отрезку 
[image: image135.wmf]1

AB

. Затем на дополнении луча 
[image: image136.wmf]11

BA

 можно отложить отрезок 
[image: image137.wmf]21

AB

, равный отрезки 
[image: image138.wmf]11

AB

 (рисунок 14), и так далее. 

Тем самым на неевклидовом луче 
[image: image139.wmf]AB

 последовательно можно отложить сколь угодно много отрезков, равных отрезку 
[image: image140.wmf]AB

. В результате, если неевклидову отрезку 
[image: image141.wmf]AB

 сопоставить некоторую положительную длину, то неевклидова длина луча 
[image: image142.wmf]AB

 в направлении к прямой 
[image: image143.wmf]p

 будет неограниченной. 

2.10.* Выясним, как неевклидов отрезок можно разделить пополам. 

Первый случай. Пусть отрезок 
[image: image144.wmf]AB

 лежит на неевклидовой прямой 
[image: image145.wmf]a

, которая изображается лучом 
[image: image146.wmf]OA

, перпендикулярным прямой 
[image: image147.wmf]p

 (рисунок 15). 

Радиусом 
[image: image148.wmf]rOAOB

=×

 опишем полуокружность 
[image: image149.wmf]S

 с центром 
[image: image150.wmf]O

. Тогда 


[image: image151.wmf]2

OAOBr

×=,


и поэтому точка 
[image: image152.wmf]B

 симметрична точке 
[image: image153.wmf]A

 относительно окружности с центром 
[image: image154.wmf]O

. Пусть 
[image: image155.wmf]C

 — точка пересечения луча 
[image: image156.wmf]OA

 с этой окружностью. Тогда на модели Пуанкаре отрезок 
[image: image157.wmf]AC

 равен отрезку 
[image: image158.wmf]BC

 и поэтому точка 
[image: image159.wmf]C

 — середина неевклидова отрезка 
[image: image160.wmf]AB

. 

Второй случай. Пусть отрезок 
[image: image161.wmf]AB

 лежит на неевклидовой прямой 
[image: image162.wmf]a

, которая изображается полуокружностью с центром на прямой 
[image: image163.wmf]p

, а евклидова прямая, проходящая через точки 
[image: image164.wmf]A

 и 
[image: image165.wmf]B

, параллельна прямой 
[image: image166.wmf]p

. Тогда точки 
[image: image167.wmf]A

 и 
[image: image168.wmf]B

 симметричны относительно серединного перпендикуляра 
[image: image169.wmf]OC

 к евклидову отрезку 
[image: image170.wmf]AB

 (рисунок 16). Точка пересечения 
[image: image171.wmf]C

 этого перпендикуляра с полуокружностью 
[image: image172.wmf]a

 является серединой неевклидова отрезка 
[image: image173.wmf]AB

, так как дуги 
[image: image174.wmf]AC

 и 
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 симметричны относительно луча 
[image: image176.wmf]OC

, перпендикулярного 
[image: image177.wmf]p

. 

Третий случай. Пусть теперь отрезок 
[image: image178.wmf]AB

 лежит на неевклидовой прямой 
[image: image179.wmf]a

, которая изображается полуокружностью с центром на прямой 
[image: image180.wmf]p

, а евклидова прямая 
[image: image181.wmf]AB

 пересекает 
[image: image182.wmf]p

 в точке 
[image: image183.wmf]O

 (рисунок 17). Проведем из точки 
[image: image184.wmf]O

 касательную 
[image: image185.wmf]OC

 к полуокружности 
[image: image186.wmf]a

 и точку касания обозначим через 
[image: image187.wmf]C

. Тогда полуокружность 
[image: image188.wmf]a

 будет ортогональна к окружности 
[image: image189.wmf]S

 с центром 
[image: image190.wmf]O

 и радиусом 
[image: image191.wmf]OC

. Поэтому 
[image: image192.wmf]A

 будет симметрична точке 
[image: image193.wmf]B

 относительно окружности с центром 
[image: image194.wmf]O

 и радиусом 
[image: image195.wmf]OC

. Таким образом, неевклидов отрезок 
[image: image196.wmf]AC

 равен неевклидову отрезку 
[image: image197.wmf]BC

 и точка 
[image: image198.wmf]C

 – середина неевклидова отрезка 
[image: image199.wmf]AB

. 

Контрольные вопросы

1. Как формулируется пятый постулат Евклида? 

2. Как формулируется аксиома параллельности? 

3.* Как изображаются неевклидовы точки и неевклидовы прямые на модели Пуанкаре? 

4.* Каковы основные виды перемещений в геометрии Лобачевского на модели Пуанкаре? 

5.* Какие фигуры называют равными на модели Пуанкаре? 

6.* Как при помощи циркуля и линейки на модели Пуанкаре удвоить заданный неевклидов отрезок? 

7.* Как при помощи циркуля и линейки на модели Пуанкаре разделить пополам заданный неевклидов отрезок? 

Задачи и упражнения

1.* Через две данные неевклидовы точки 
[image: image200.wmf]A

 и 
[image: image201.wmf]B

 на модели Пуанкаре проведите неевклидову прямую. Сколько таких прямых можно провести? 

2.* На модели Пуанкаре даны две неевклидовы точки 
[image: image202.wmf]A

 и 
[image: image203.wmf]B

. Каким неевклидовым перемещением можно совместить точку 
[image: image204.wmf]A

 с точкой 
[image: image205.wmf]B

? 

3.* На модели Пуанкаре даны две неевклидовы прямые 
[image: image206.wmf]a

 и 
[image: image207.wmf]b

. Каким неевклидовым перемещением можно совместить прямые 
[image: image208.wmf]a

 с 
[image: image209.wmf]b

? 

4.** Как на модели Пуанкаре можно переместить заданный неевклидов отрезок на прямую, которая изображается лучом, перпендикулярным прямой 
[image: image210.wmf]p

? 

5.** Как на заданной неевклидовой прямой можно изобразить целые числа? 

6.** Как на заданной неевклидовой прямой можно изобразить дроби вида 
[image: image211.wmf]2

k

m

, где 
[image: image212.wmf]m

 –целое, 
[image: image213.wmf]k

 — натуральное? 

7.** Как на заданном неевклидовом луче от его начала отложить отрезок, равный заданному неевклидову отрезку? 

Ответы и указания

Задача 2
[image: image214.wmf]*

. На модели Пуанкаре даны две точки 
[image: image215.wmf]A

 и 
[image: image216.wmf]B

. Каким неевклидовым перемещением можно совместить точку 
[image: image217.wmf]A

 с точкой 
[image: image218.wmf]B

? 

Указание. Одно из перемещений — это симметрия относительно евклидовой прямой, перпендикулярной 
[image: image219.wmf]p

, другое – - симметрия относительно окружности с центром на прямой 
[image: image220.wmf]p

, либо комбинация этих перемещений. 

Задача 3
[image: image221.wmf]*

. На модели Пуанкаре даны две неевклидовы прямые 
[image: image222.wmf]a

 и 
[image: image223.wmf]b

. Каким неевклидовым перемещением можно совместить прямые 
[image: image224.wmf]a

 и 
[image: image225.wmf]b

? 

Указание. Если прямые 
[image: image226.wmf]a

 и 
[image: image227.wmf]b

 пересекаются, то 
[image: image228.wmf]a

 можно совместить с 
[image: image229.wmf]b

 при помощи симметрии относительно неевклидовой биссектрисы угла между 
[image: image230.wmf]a

 и 
[image: image231.wmf]b

. В других случаях совмещения можно достичь комбинацией перемещений, указанных к предыдущей задаче. 

Задача 4
[image: image232.wmf]**

. Как на модели Пуанкаре можно переместить заданный неевклидов отрезок на прямую, которая изображается лучом, перпендикулярным прямой 
[image: image233.wmf]p

? 

Указание. Неевклидову прямую 
[image: image234.wmf]AB

 можно совместить с прямой 
[image: image235.wmf]a

 при помощи симметрии относительно окружности с центром 
[image: image236.wmf]M

 и радиусом 
[image: image237.wmf]rMNMA

=×

 (см. рис. 7). При этом отрезок 
[image: image238.wmf]AB

 совместится с отрезком 
[image: image239.wmf]11

AB

 на прямой 
[image: image240.wmf]a

. 

Задача 5
[image: image241.wmf]**

. Как на заданной неевклидовой прямой можно изобразить целые числа? 

Указание. Смотрите п. 2.9
[image: image242.wmf]**

 в учебнике. 

Задача 6
[image: image243.wmf]**

. Как на заданной неевклидовой прямой можно изобразить дроби вида 
[image: image244.wmf]2

k

m

, где 
[image: image245.wmf]m

 — целое, 
[image: image246.wmf]k

 — натуральное? 

Указание. Используйте процедуру деления неевклидова отрезка пополам. 

Задача 7
[image: image247.wmf]**

. Как на заданном неевклидовом луче от его начала отложить отрезок, равный заданному неевклидову отрезку? 

Указание. Если дан неевклидов отрезок 
[image: image248.wmf]AB

 и неевклидов луч 
[image: image249.wmf]l

 с началом 
[image: image250.wmf]O

, то прежде всего неевклидовым перемещением следует совместить один из концов отрезка 
[image: image251.wmf]AB

 с началом луча 
[image: image252.wmf]l
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