Тема 15. Комплексные числа
09-15-03. Изображение комплексных чисел точками координатной плоскости

Теория

3.1. Подобно тому, как действительные числа изображаются точками числовой оси, комплексные числа изображают точками координатной плоскости. Напомним, что комплексным числом называется выражение вида 
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где 
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 и 
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 — действительные числа, а символ 
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 удовлетворяет условию 
[image: image5.wmf]2

1

i

=-

 и называется мнимой единицей. 

Каждое комплексное число 
[image: image6.wmf]abi
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 однозначно определяется упорядоченной парой чисел 
[image: image7.wmf]()
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.Парой координат 
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 также однозначно задается точка координатной плоскости. 

Значит, что комплексное число 
[image: image9.wmf]abi

+

 можно изобразить точкой координатной плоскости с координатами 
[image: image10.wmf]()

ab

;

 (рисунок  1). 

При этом действительные числа, имеющие вид 
[image: image11.wmf]0
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, изображаются точками вида  
EMBED Equation.DSMT4
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, то есть точками оси 
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Мнимая единица 
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 изображается точкой 
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, расположенной на оси 
[image: image16.wmf]Oy

 (рисунок  2). 

Каждое число вида 
[image: image17.wmf]0
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 изображается точкой 
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, расположенной на оси 
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При 
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 комплексное число 
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 изображается точкой, не лежащей на осях координат. 

На рисунке  3 точками координатной плоскости изображены комплексные числа 
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, 
[image: image24.wmf]1

i

-

, 
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 и 
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. Из этого рисунка видно, что данные точки расположены в вершинах квадрата с центром в начале системы координат и со сторонами длины 
[image: image27.wmf]2

, параллельными осям координат. 

3.2. Координатную плоскость, на которой изображаются комплексные числа, часто называют комплексной плоскостью. При этом ось 
[image: image28.wmf]Ox

, на которой изображаются действительные числа, называют действительной осью. Ось 
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, на которой изображаются числа вида 
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, называют мнимой осью. 

Иногда комплексные числа вида 
[image: image31.wmf]bi

, где 
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, называют чисто мнимыми. 

3.3. Сложение комплексных чисел 
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 и 
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 производится по формуле 
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Поэтому сумма комплексных чисел 
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 и 
[image: image37.wmf]cdi
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 изображается точкой с координатами 
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 и 
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, которые являются суммами соответствующих координат точек, изображающих слагаемые. 

Таким образом, сумма комплексных чисел производится по "правилу параллелограмма". Это значит, что если числа 
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 не лежат на одной прямой, то их сумма 
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 изображается четвертой вершиной 
[image: image44.wmf]()
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 параллелограмма, у которого первыми тремя вершинами являются 
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, 
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 (рисунок  4). 
Пример 1. Комплексные числа 
[image: image48.wmf]1

i

+

 и 
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 изображаются точками 
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 и 
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 (рисунок  5). Их сумма 
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 изобразится точкой 
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 действительной оси. Она является четвертой вершиной квадрата с тремя вершинами 
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[image: image55.wmf](11)

,

 и 
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 (рисунок  6). 

3.4. Напомним, что числа 
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 и 
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, где 
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 и 
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 действительные числа, называются комплексно- сопряженными. Они изображаются точками 
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 и 
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, симметричными относительно оси 
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 (рисунок  7). 

Например, комплексные числа 
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 и 
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 являются комплексно-сопряженными, а поэтому в комплексной плоскости симметричны относительно действительной оси. 

3.5. Рассмотрим комплексное число 
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, отличное от нуля. Оно изображается вектором длины 
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, идущим из начала координат в точку 
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Направленный угол 
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 между осью 
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 и вектором 
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 называется аргументом комплексного числа 
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 (рисунок  2). 

Аргумент 
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 комплексного числа 
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 можно вычислить по-разному, с точностью до углов, кратных 
[image: image75.wmf]2
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. Это значит, что если угол 
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 есть аргумент числа 
[image: image77.wmf]z

, то угол 
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, где 
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, также является аргументом числа 
[image: image80.wmf]z
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Пример 2. Вычислим аргумент числа 
[image: image81.wmf]3
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Решение. Изобразим в комплексной плоскости число 
[image: image82.wmf]3

zi

=-

 точкой 
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 (рисунок 3). Опустим перпендикуляр 
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 на ось 
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Тогда 
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. Следовательно, в треугольнике 
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 угол 
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 равен 
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 направленный угол между осью Ox и вектором 
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, отсчитываемый в отрицательном направлении, равен 
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Выбирая для вектора 
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 направленный угол в положительном направлении, получаем, что в качестве аргумента числа 
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 можно взять угол 
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Аналогично в качестве аргумента числа 
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 можно взять любой угол вида 
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Пример 3. Вычислим аргумент числа 
[image: image100.wmf]23
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Решение. Изобразим в комплексной плоскости число 
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 точкой 
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 (рисунок  8). Тогда 
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 направленный угол, который образует вектор 
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 с осью 
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. Тогда из определения тригонометрических функций направленного угла получаем 
[image: image107.wmf]3

13

sin

j

=

, 
[image: image108.wmf]2

13

cos

j

=-

. Так как вектор 
[image: image109.wmf]OK

 во второй четверти и 
[image: image110.wmf]2

13

cos

j

=-

, то за аргумент числа 
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 можно взять угол 
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Таким образом, для каждого ненулевого комплексного числа 
[image: image113.wmf]z

 определяется его аргумент. Аргумент комплексного числа можно вычислить по-разному, но при этом разность между любыми двумя аргументами кратна 
[image: image114.wmf]2

p

. Для комплексного числа нуль аргумент не определяется. 

3.6. Пусть ненулевое комплексное число 
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 изображается точкой 
[image: image116.wmf]()

Mab

;

 координатной плоскости и модуль числа 
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 равен 
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, а аргумент равен 
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. Это означает, что точка 
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 расположена на расстоянии 
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 от начала 
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, а луч 
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 образует угол 
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 с положительным лучом оси 
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 (рисунок  9). Поэтому координаты точки 
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 можно записать в виде 
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Отсюда 
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В результате получаем, что комплексное число 
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 можно записать в виде 
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где 
[image: image132.wmf]r

 — модуль, 
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 — аргумент числа 
[image: image134.wmf]z

. Полученная форма записи числа 
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 называется тригонометрической формой комплексного числа. 

Запишем число 
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 в тригонометрической форме. Решение. В примере 
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 из предыдущего пункта было найдено, что 
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 равен 
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В итоге число 
[image: image142.wmf]23

zi

=-+

 записано в тригонометрической форме. 

3.7.** В простейших примерах модуль 
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 и аргумент 
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 ненулевого комплексного числа 
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 удобно находить из чертежа. В общем случае можно рассмотреть равенства 
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Отсюда следует, что при 
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 аргументы числа 
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 нужно искать среди корней уравнения 
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 можно получить равенство 
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 являются некоторыми из корней уравнения 
[image: image153.wmf]b

a

x

=

. 

Общее правило для вычисления аргумента 
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 комплексного числа 
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 может быть таким: 


[image: image156.wmf]2

3

2

при0и0

при0и0

при0

при0

b

a

b

a

ab

ab

a

a

p

p

j

j

j

jp

=;

=>

=;

=<

=;

>

=+.

<


Контрольные вопросы

1. Какой точкой координатной плоскости изображается комплексное число 
[image: image157.wmf]zabi
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, где 
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 и 
[image: image159.wmf]b

 действительные числа? 

2. Что такое комплексная плоскость? 

3. Что в комплексной плоскости называют действительной осью? 

4. Что в комплексной плоскости называют мнимой осью? 

5. Как в комплексной плоскости изображается сумма двух комплексных чисел? 

6.* Как изобразить разность двух комплексных чисел? 

7.** Докажите, что сумма 
[image: image160.wmf]12
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 двух комплексных чисел 
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 и 
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 определяется по "правилу параллелограмма". 

8. Как в комплексной плоскости изображаются комплексно сопряженные числа 
[image: image163.wmf]abi
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 и 
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9. Каким вектором изображается комплексное число 
[image: image165.wmf]zabi
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, где 
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 и 
[image: image167.wmf]b

 действительные числа? 

10. Как определяется модуль комплексного числа? 

11. Что называется аргументом комплексного числа? 

12.Как связаны между собой аргументы одного и того же комплексного числа? 

13. Какая форма записи комплексного числа называется алгебраической? 

14. Какая форма записи комплексного числа называется тригонометрической? 

Задачи и упражнения

1. Изобразите точками координатной плоскости комплексные числа: а) 
[image: image168.wmf]2

i

+

;   б) 
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2. Какое комплексное число изображает точка, симметричная точке 
[image: image173.wmf](21)
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: а) относительно оси 
[image: image174.wmf]Ox
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б) относительно оси 
[image: image175.wmf]Oy
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в) относительно начала координат? 

3. Какое комплексное число изображает четвертая вершина параллелограмма, у которого первыми тремя вершинами являются точки: а) 
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4. Вычислите сумму трех комплексных чисел, изображаемых точками: а) 
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5. Изобразите точками координатной плоскости корни квадратного уравнения: а) 
[image: image193.wmf]2
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6.* Докажите, что числа, противоположные двум комплексно- сопряженным числам, также являются комплексно-сопряженными. 

7.** Комплексные числа 
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 изображены точками 
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 координатной плоскости. Как найти точку, изображающую число 
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8. Изобразите векторами комплексные числа: 
[image: image202.wmf]2
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EMBED Equation.DSMT4
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EMBED Equation.DSMT4
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9. Докажите, что комплексно-сопряженные числа имеют одинаковые модули. 

10. Комплексные числа 
[image: image206.wmf]1
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[image: image207.wmf]2
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 изображаются векторами 
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 Каким вектором можно изобразить разность 
[image: image210.wmf]12
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11. Докажите, что 
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, при любых комплексных 
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12. Комплексное число 
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 имеет аргумент 
[image: image215.wmf]j

. Какой аргумент имеет: а) противоположное число 
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б) комплексно сопряженное число 
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13. Вычислите модуль и аргумент комплексного числа: а) 
[image: image218.wmf]1

i

+

; б) 
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14.Запишите в тригонометрической форме комплексное число: а) 
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15. Модули комплексных чисел 
[image: image235.wmf]1
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 равны 
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, а аргументы равны соответственно 
[image: image242.wmf]0

o

, 
[image: image243.wmf]60

o

, 
[image: image244.wmf]120

o

, 
[image: image245.wmf]180

o

, 
[image: image246.wmf]240

o

, 
[image: image247.wmf]300
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 Вычислите сумму 
[image: image248.wmf]123456
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16.** Какое множество точек комплексной плоскости задается условием: а) 
[image: image249.wmf]11
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[image: image250.wmf]11
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[image: image252.wmf]35
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17.** Какое множество точек комплексной плоскости задается условием: 

а) 
[image: image253.wmf]24
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б) аргумент 
[image: image254.wmf]z

 равен 
[image: image255.wmf]60
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в) 
[image: image256.wmf]zziziz
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Ответы и указания

Задача 5. Изобразите точками координатной плоскости корни квадратного уравнения: 
а) 
[image: image257.wmf]2
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Указание. а) Уравнение имеет корни 
[image: image261.wmf]1
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б)
[image: image263.wmf]*

 уравнение имеет корни 
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Задача 11. Докажите, что 
[image: image266.wmf]1212
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 при любых комплексных 
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Указание. Геометрически это неравенство соответствует неравенству треугольника. 
При алгебраическом подходе, обозначив 
[image: image269.wmf]1
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[image: image270.wmf]2

zcdi

=+

, получаем неравенство 
[image: image271.wmf]222222
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. Это неравенство эквивалентно неравенствам: 
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Последнее неравенство при 
[image: image274.wmf]0
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 автоматически верно, а при 
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 эквивалентно неравенствам: 
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Задача 13. Вычислите модуль и аргумент комплексного числа: д)
[image: image279.wmf]**
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Указание. Числа 
[image: image281.wmf]1
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 и 
[image: image282.wmf]2

 имеют равные модули, а поэтому сумма 
[image: image283.wmf]12
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 изображается биссектрисой угла между векторами, изображающими числа 
[image: image284.wmf]1
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 и 
[image: image285.wmf]2

. Отсюда следует, что 
[image: image286.wmf]8
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Задача 17
[image: image287.wmf]**

. Какое множество точек комплексной плоскости задается условием: 
а) 
[image: image288.wmf]24
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б) аргумент 
[image: image289.wmf]z

 равен 
[image: image290.wmf]60
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; 
в) 
[image: image291.wmf]zziziz
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Указание. а) Прямая; б) луч; в) окружность.
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