Тема 15. Комплексные числа
09-15-05. Извлечение комплексных корней

Теория

5.1. Пусть 
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 — целое число, большее 
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. 

Корнем 
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-й степени из комплексного числа 
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 называется каждое такое число 
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Как и для действительных чисел, комплексный корень 
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-й степени из 
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Таким образом 
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 при любом натуральном 
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.
При 
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 корни 
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-й степени удобно находить, записывая комплексные числа в тригонометрической форме. Сначала рассмотрим примеры. 
Пример 1. Найдем квадратные корни из числа 



[image: image22.wmf]4cossin

66

zi

pp

æö

=+.

ç÷

èø


Решение. Обозначим неизвестный квадратный корень из 
[image: image23.wmf]z

 через 
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 и запишем его в виде 
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Так как 
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Равные комплексные числа имеют одинаковые модули, а их аргументы могут отличаться лишь на кратное 
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. Следовательно, 



[image: image30.wmf]2

422

где

6

RkkZ

p

qp

=,=+,Î.


Так как число R действительное и больше нуля, то отсюда 
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Таким образом, мы получаем, что 
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то есть 
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Подставляя вместо 
[image: image35.wmf]k

 различные целые числа, получаем равенства: 
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и так далее. 

Остается заметить, что среди выписываемых значений только два различных: 
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Эти числа изображены векторами на рисунке 1. 

Пример 2. Найдем корни кубические из числа 
[image: image44.wmf]13
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Решение. Сначала запишем число z в тригонометрической форме: 
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Обозначим 
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Следовательно, 
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Отсюда 



[image: image50.wmf]3

22

2

где

93

k

RkZ

pp

q

=,=+,Î.


Поэтому 



[image: image51.wmf]3

3

2222

133cossin

где

9393

kk

ii

pppp

æö

æöæö

-+=+++,

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

èø


k
[image: image52.wmf]Z

Î.



EMBED Equation.DSMT4[image: image53.wmf]Подставляя вместо

k 
[image: image54.wmf]различные целые числа, получаем



[image: image55.wmf](

)

3

22

1

99

2cossin

wi

pp

=+

; 


[image: image56.wmf](

)

3

88

2

99

2cossin

wi

pp

=+

; 


[image: image57.wmf](

3

1414

3

99

2cossin)

wi

pp

=+

; 


[image: image58.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

33

202022

4

9999

2cossin2cos2sin2

wii

pppp

pp

=+=+++=

 
[image: image59.wmf](

)

3

22

1

99

2cossin

iw

pp

=+=

, 

и так далее. 

Таким образом, 
[image: image60.wmf]3
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 имеет три различных комплексных значения, которые изображены векторами на рисунке  2. 

5.2.** Рассмотрим в общем случае извлечение комплексных корней. 

Пусть 
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 и 
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Следовательно, 
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Отсюда 



[image: image69.wmf]2

n

k

RrkZ

nn

jp

q

=,=+,Î.


Таким образом, мы получаем формулу для комплексных корней из числа 
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Докажем, что среди записанных значений есть только 
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 различных комплексных чисел. 

Положим сначала 
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Все эти корни имеют модуль, равный 
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. Поэтому они изображаются точками окружности радиуса 
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 с центром в начале координат. Вектор, идущий из начала координат в точку 
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, образует с осью 
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 и так далее (рисунок  3). Центральный угол между двумя соседними векторами равен 
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 изображаются вершинами правильного 
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- угольника, вписанного в окружность радиуса 
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 с центром в начале координат. Поэтому все эти корни различны между собой. 

Остается показать, что каждое из оставшихся значений 
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 совпадает с одним из чисел 
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Рассмотрим произвольное целое число 
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. Разделив его на 
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 с остатком, получим 
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Аргумент корня 
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 при выбранном значении 
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 равен 
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Следовательно, он отличается от аргумента корня 
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Итак, корень 
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-ой степени из числа 
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 имеет в точности 
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 различных комплексных значений. 

Пример 3. Найдем корни третьей степени из 
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Решение. Запишем число 
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 в тригонометрической форме: 
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По формуле 
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Полагая 
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5.3.** Пусть 
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 -натуральное число. 

Для вычисления комплексных корней из числа 
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 запишем его в тригонометрической форме: 
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Поэтому по формуле из пункта 4.2 
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Эти корни изображаются вершинами правильного 
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-угольника, вписанного в окружность радиуса 
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 с центром 
[image: image149.wmf]O

, причем одной из его вершин является точка 
[image: image150.wmf](10)

;
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В дальнейшем для полученных выше значений 
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5.4.** Корни 
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-степени из 
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 обладают многими полезными свойствами. Прежде всего заметим, что каждый из этих корней можно получить с помощью арифметических операций из корня 
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и так далее. 

В частности получаем равенство 
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5.5.** Докажем, что сумма всех корней 
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Доказательство. 
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5.6.** Корни 
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-степени из единицы позволяют через одно из значений 
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Таким образом, выбирая одно из значений 
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Пример 4. Число 
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также значения 
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5.7.** Пусть 
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Поэтому 
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Аналогично для произвольного натурального 
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Такое представление тригонометрических функций позволяет вычислять некоторые суммы. 

Пример 5. Найдем 
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, то есть 
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. Из равенств предыдущего пункта имеем 
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Таким образом,
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Контрольные вопросы

1. Как определяется корень 
[image: image212.wmf]n

-степени из комплексного числа? 

2. Как можно вычислить корни из комплексного числа представленного в тригонометрической форме? 

3.** Докажите общую формулу для корней 
[image: image213.wmf]n

-степени из числа 
[image: image214.wmf]0

z
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4. ** Какую фигуру на координатной плоскости образуют все корни 
[image: image215.wmf]n

-й степени из комплексного числа? 

5. Запишите кубические корни из числа 
[image: image216.wmf]1

. 

6.** Запишите корни 
[image: image217.wmf]n

-й степени из числа 
[image: image218.wmf]1

. 

7.** Докажите, что сумма всех корней 
[image: image219.wmf]n

-й степени из 
[image: image220.wmf]1

 равна нулю. 

Задачи и упражнения

1. Найдите: а) 
[image: image221.wmf]i

;   б) 
[image: image222.wmf]3
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;   в) 
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;   г) 
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д) 
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;   ж) 
[image: image227.wmf]32
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2. Решите уравнение: а) 
[image: image228.wmf]4
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б) 
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в) 
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г)
[image: image231.wmf]**
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д)
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3.** К точке приложено 
[image: image235.wmf]20

 сил, причем угол между двумя последовательными силами равен 
[image: image236.wmf]45

o

, а модули сил составляют геометрическую прогрессию, первый член которой равен 
[image: image237.wmf]1

, а знаменатель 
[image: image238.wmf]2

. Найдите величину и направление равнодействующей силы. 

4.* Докажите, что произведение и частное двух корней 
[image: image239.wmf]n

- ой степени из числа 
[image: image240.wmf]1

 также является корнем 
[image: image241.wmf]n

-ой степени из 
[image: image242.wmf]1
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5.* Докажите, что все корни 
[image: image243.wmf]n

-ой степени из 
[image: image244.wmf]1

 являются степенями одного корня 
[image: image245.wmf]22
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6.** Докажите, что все корни 
[image: image246.wmf]n

-ой степени из числа 
[image: image247.wmf]z

 можно получить, зная какой-либо один корень 
[image: image248.wmf]w

 и умножая его на все разные значения корня 
[image: image249.wmf]n

-ой степени из 
[image: image250.wmf]1
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7.** Покажите, что корни 
[image: image251.wmf]n

-ой степени из 
[image: image252.wmf]1

 изображаются вершинами правильного 
[image: image253.wmf]n

-угольника, симметричного относительно оси 
[image: image254.wmf]Ox

. Для каких 
[image: image255.wmf]n

 этот многоугольник симметричен также относительно оси 
[image: image256.wmf]Oy
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8.** Докажите, что уравнение 
[image: image257.wmf]65432
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 не имеет действительных корней. 

9.** Найдите натуральное число 
[image: image258.wmf]n

, если известно что 
[image: image259.wmf](1)(1)
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10.** Найдите все комплексные корни уравнения: а) 
[image: image260.wmf]2
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;   б) 
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;   в) 
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11.** Сколько корней в множестве комплексных чисел имеет уравнение 
[image: image263.wmf]100
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Ответы и указания

Задача 8
[image: image264.wmf]**

. Докажите, что уравнение 
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не имеет действительных корней. 
Указание. Все корни этого уравнения являются также корнями уравнения 
[image: image266.wmf]7
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. Корни последнего уравнения все известны, и среди них только один действительный 
[image: image267.wmf]0
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, который не является корнем заданного уравнения. 
Задача 9
[image: image268.wmf]**

. Найдите натуральное число 
[image: image269.wmf]n

, если известно что 
[image: image270.wmf](1)(1)
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Указание. При натуральном 
[image: image271.wmf]n

 уравнение равносильно уравнению 
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 или 
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. Следовательно, 
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Задача 10
[image: image276.wmf]**

. Найдите все комплексные корни уравнения: 
б) 
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Указание. 
[image: image278.wmf]1
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 является одним из корней. Далее, если 
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, откуда 
[image: image281.wmf]3

zz

||=||

 и 
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. После этого получаем 
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 и находим еще три корня. 
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