(10 класс, модуль I, урок 3)
Урок 3. Система аксиом Гильберта 
План урока
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 3.1. Аксиомы связи
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 3.2. Аксиомы порядка
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 3.3. Аксиомы конгруэнтности
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 3.4. Аксиома параллельности
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 3.5. Аксиомы Архимеда и Кантора
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 3.6. Полнота и непротиворечивость системы аксиом
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:— описать современную систему аксиом евклидовой геометрии, разработанную гениальным немецким математиком Гильбертом (1862–1943 г.г.). 

Следует обратить внимание на то обстоятельство, что при современном аксиоматическом построении геометрии мы не даем определений понятиям "точка", "прямая" и "плоскость". Они мыслятся как вещи или объекты произвольной природы, которые находятся между собой в определенных отношениях. Эти отношения называются основными и обозначаются словами: "точка лежит на прямой", "точка лежит на плоскости", "прямая лежит на плоскости", "точка лежит между двумя другими точками", "пара точек 
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 конгруэнтна или равна другой паре точек 
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", "прямая 
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 параллельна прямой 
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", "прямая непрерывна (т. е. без просветов)". Точное и полное описание свойств основных отношений дается аксиомами. 
3.1. Аксиомы связи
При построении геометрии Д. Гильберт основывался на неопределяемых понятиях, неопределяемых отношениях между ними и аксиомах. Основными понятиями, которые не определяются через другие понятия, являются, как и у Евклида, точки, прямые и плоскости, а также следующие главные отношения между ними: «лежать на», «лежать между», «быть конгруэнтными или равными», «быть параллельными»: точка лежит на прямой; точка лежит на плоскости; прямая лежит на плоскости; точка лежит между двумя другими точками; пара точек 
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 конгруэнтна (или равна) паре точек 
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; тройка точек 
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 конгруэнтна тройке точек 
[image: image16.wmf]KLM

. (В этом уроке, следуя самому Д. Гильберту, вместо слова «равно» будем использовать эквивалентный термин «конгруэнтно».) 

Система аксиом Гильберта состоит из пяти групп аксиом. В этом пункте мы приведем аксиомы первой группы (или аксиомы связи), которые описывают свойства отношения «лежать на».
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1

. Для любых двух точек существует прямая, на которой лежат эти точки.
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1

. Для любых двух различных точек существует не более одной прямой, на которой лежат эти точки.
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1

. На каждой прямой лежат по крайней мере две точки; на каждой плоскости лежат по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой.
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1

. Для любых трех точек существует плоскость, на которой лежат эти точки.
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1

. Для любых трех точек, не лежащих на одной прямой, существует не более одной плоскости, на которой лежат эти точки.
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. Если две точки прямой 
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 лежат на плоскости 
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, то все точки прямой 
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 лежат на этой плоскости.
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. Если точка лежит на плоскости 
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 и на плоскости 
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, то существует по крайней мере еще одна точка, которая лежит на каждой из этих плоскостей.
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1

. Существуют по крайней мере четыре точки, которые не лежат на одной плоскости.

Для изучения аксиоматической теории полезно построить ее модель, то есть сопоставить основным понятиям и отношениям какие-нибудь конкретные объекты и утверждения об этих объектах, которые могут быть истинными или ложными. При этом абстрактная теория приобретает наглядный вид.

Нетрудно построить модель геометрии, которая

удовлетворяет перечисленным аксиомам связи, но значительно отличается от евклидовой геометрии. Пусть 
[image: image30.wmf]ABCD

 –– тетраэдр (рис. 1). Будем считать «точками» вершины 
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, 
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, 
[image: image33.wmf]C

, 
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, «прямыми» –– пары вершин 
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, 
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, 
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, 
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, 
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BD

 и 
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CD

, «плоскостями» –– тройки вершин 
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, 
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, 
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ACD

, 
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BCD

. Определим отношение «лежать на» как «входить в состав» соответствующей пары или тройки вершин. В результате получаем модель, в которой выполняются все аксиомы 
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1

-
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.

Эта модель показывает, что в геометрии, определяемой лишь аксиомами связи, прямая может иметь всего две точки, а плоскость –– три точки.

Вопрос. Выполняются ли аксиомы 
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-
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 для указанной модели?

3.2. Аксиомы порядка
Аксиомы второй группы, или аксиомы порядка, описывают свойства отношения «лежать между».
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. Если точка 
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 лежит между точками 
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 и 
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, то 
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 лежит также между 
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 и 
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. При этом 
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, 
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, 
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 - различные точки одной прямой (рис. 2).
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. Для любых двух точек 
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 и 
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 на одной прямой 
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 существует по крайней мере одна точка 
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 такая, что точка 
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 лежит между 
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 и 
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. (Аксиома Пáша). Пусть 
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, 
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, 
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 - три точки в плоскости 
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 и 
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 - прямая в плоскости 
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, не проходящая ни через одну из точек 
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, 
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, 
[image: image76.wmf]C

. Тогда, если на прямой 
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 найдется точка 
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, лежащая между 
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 и 
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, то на этой прямой найдется также точка 
[image: image81.wmf]F

, которая лежит либо между 
[image: image82.wmf]A

 и 
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, либо между 
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 и 
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 (рис. 3).

С помощью аксиом первой и второй групп можно доказать, что на каждой прямой имеется бесконечное множество точек.

Вопрос. Как с помощью аксиомы Пáша доказать, что каждая прямая делит плоскость на две полуплоскости?

3.3. Аксиомы конгруэнтности

Аксиомы третьей группы, или аксиомы конгруэнтности, описывают свойства отношения конгруэнтности или, другими словами, отношения равенства геометрических фигур, соответствующие наглядному представлению о совмещении при наложении копии одной из фигур на другую.
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. Если даны пара точек 
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 и прямая 
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 с расположенной на ней точкой 
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 (рис. 4), то на прямой 
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 найдутся такие точки 
[image: image91.wmf]A

 и 
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, что пары точек 
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, 
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 конгруэнтны паре точек 
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 и точка 
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 лежит между точками 
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 и 
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 (символически 
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º

, 
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º

).

Так как каждая пара точек определяет отрезок, то аксиома 
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 дает возможность откладывать на прямой от заданной точки 
[image: image102.wmf]O

 отрезки данной длины.
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3

. Два отрезка, конгруэнтные третьему отрезку, конгруэнтны между собой. Каждый отрезок 
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 конгруэнтен самому себе и отрезку 
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 (символически 
[image: image106.wmf]ABBA

º

).
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. Если точка 
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 лежит между точками 
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 и 
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, а точка 
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 - между 
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 и 
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, причем 
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, то 
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 (рис. 5).

Аксиома 
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3

 позволяет складывать отрезки.
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. Пусть даны угол 
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, луч 
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OB

 и полуплоскость относительно прямой 
[image: image120.wmf]11

OB

 (рис. 6). Тогда в этой полуплоскости существует единственный луч 
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OA

 такой, что угол 
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 конгруэнтен углу 
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AOB

.

Аксиома 
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3

 дает возможность откладывать углы. Кроме того, из этой аксиомы следует, что каждый угол конгруэнтен самому себе.
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. Если для треугольников 
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 и 
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 выполнено: 
[image: image128.wmf]11

ABAB

º

, 
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 и 
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 (рис. 7), то 
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Эта аксиома позволяет вывести признак равенства треугольников по двум сторонам и углу между ними.

Вопрос. Как доказать, что заключение аксиомы 
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 можно пополнить утверждением о конгруэнтности сторон 
[image: image133.wmf]BC

 и 
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 рассматриваемых треугольников?

3.4. Аксиома параллельности

Четвертая группа состоит из единственной аксиомы параллельности, уже упоминавшейся в предыдущем параграфе.

Через данную точку вне данной прямой на плоскости можно провести не более одной прямой, не пересекающей данную прямую.

Вопрос. Выполняется ли аксиома параллельности для модели из пункта 3.1?
3.5 Аксиомы Архимеда и Кантора
Пятая группа содержит две аксиомы.

Аксиома Архимеда. Пусть 
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 и 
[image: image136.wmf]CD

 – произвольные отрезки. Тогда на прямой 
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 можно указать конечное множество точек 
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, 
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, 
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 , 
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, расположенных так, что отрезки 
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, 
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, 
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 , 
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 конгруэнтны отрезку 
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, точка 
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A

 лежит между 
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 и 
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, точка 
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A

 лежит между 
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 и 
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, 
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 , точка 
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-

 лежит между 
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-

 и 
[image: image156.wmf]n

A

, а точка 
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 лежит между 
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 и 
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A

.

Эта аксиома утверждает, что для любых двух отрезков 
[image: image160.wmf]AB

 и 
[image: image161.wmf]CD

 всегда найдется отрезок 
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, конгруэнтный кратному 
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×

 отрезка 
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 и такой, что 
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 является частью отрезка 
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, то есть 
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 больше 
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 (рис. 8).

Прежде чем сформулировать следующую аксиому, определим понятие «стягивающейся» последовательности отрезков. Бесконечная последовательность отрезков 
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, 
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 , 
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,
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 называется стягивающейся, если каждый последующий отрезок является частью предыдущего и для любого наперед заданного отрезка 
[image: image175.wmf]CD

 найдется такой номер n, что 
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.

Аксиома Кантора. На прямой для всякой стягивающейся последовательности отрезков 
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, 
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 , 
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,
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 существует единственная точка 
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, принадлежащая всем отрезкам одновременно.

Вопрос. Пусть задан отрезок 
[image: image184.wmf]AB

. Обозначим через 
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 середину отрезка 
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, через 
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 - середину отрезка 
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, через 
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 - середину отрезка 
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, и так далее. Как доказать, что последовательность отрезков 
[image: image191.wmf]n
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 является стягивающейся?

Система аксиом Гильберта обладает свойством полноты. Это значит, что всякое утверждение о точках, прямых, плоскостях и основных отношениях между ними можно либо доказать, либо опровергнуть, исходя из аксиом этой системы.

Система аксиом Гильберта непротиворечива. Это значит, что из нее нельзя логически вывести два взаимно отрицающих друг друга предложения.

Если в системе аксиом Гильберта заменить аксиому параллельности аксиомой Лобачевского, то получится система аксиом геометрии Лобачевского. Эта система также непротиворечива и полна. Непротиворечивость той или иной системы аксиом доказывается путем построения для нее конкретной модели (или интерпретации). В отличие от системы аксиом Гильберта приведенная в предыдущем параграфе система аксиом и постулатов Евклида не является полной. Многие рассуждения Евклида опираются на наглядное восприятие мира.

Вопрос. Как доказать, что прямая, пересекающаяся со всеми сторонами треугольника, обязательно проходит через одну из его вершин?

Проверь себя. 

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость три прямые: 
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1. 5; 
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2. 6; 
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3. 7; 
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4. 8?

(Правильный вариант: 3)

На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость четыре прямые: 
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1. 10; 
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2. 11; 
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3. 12; 
[image: image199.wmf]·

4. 13?

(Правильный вариант: 2)

На какое наибольшее число частей могут разделить пространство три плоскости: 
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1. 5; 
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2. 6; 
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3. 7; 
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4. 8?

(Правильный вариант: 4)

На какое наибольшее число частей могут разделить пространство четыре плоскости: 
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1. 13; 
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2. 14; 
[image: image206.wmf]·

3. 15; 
[image: image207.wmf]·

4. 16?

(Правильный вариант: 3)

Какое наибольшее число треугольников с вершинами в точках пересечения четырех прямых на плоскости можно указать: 
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1. 1; 
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2. 2; 
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3. 3; 
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4. 4?

(Правильный вариант: 4)

На какое число частей разделяют пространство плоскости всех граней куба: 


[image: image212.wmf]·

1.27; 
[image: image213.wmf]·

2. 9; 
[image: image214.wmf]·

3. 16; 
[image: image215.wmf]·

4. 12?

(Правильный вариант: 1)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Какие из перечисленных аксиом являются аксиомами связи: 


[image: image216.wmf]·

1. 
[image: image217.wmf]1

1

; 
[image: image218.wmf]·

2. 
[image: image219.wmf]2

1

; 
[image: image220.wmf]·

3. 
[image: image221.wmf]3

1

; 
[image: image222.wmf]·

4. 
[image: image223.wmf]1

2

?

(Правильный вариант: 1, 2, 3)

Какие из перечисленных аксиом являются аксиомами конгруэнтности: 


[image: image224.wmf]·

1. 
[image: image225.wmf]2

2

; 
[image: image226.wmf]·

2. 
[image: image227.wmf]2

3

; 
[image: image228.wmf]·

3. 
[image: image229.wmf]3

3

; 
[image: image230.wmf]·

4. 
[image: image231.wmf]4

3

?

(Правильный вариант:  2, 3, 4)

Какие из указанных четырех чисел могут быть длинами последовательных сторон некоторого четырехугольника: 


[image: image232.wmf]·

1. 1, 2000, 3, 4000; 

[image: image233.wmf]·

2. 10, 2000, 30, 4000;

[image: image234.wmf]·

3. 100, 2000, 300, 4000;

[image: image235.wmf]·

4. 1000, 2000, 3000, 4000?

(Правильный вариант: 4)

В каком случае биссектрисы всех углов четырехугольника пересекаются в одной точке: 


[image: image236.wmf]·

1. ромб; 

[image: image237.wmf]·

2. прямоугольник, не являющийся квадратом;

[image: image238.wmf]·

3. четырехугольник, описанный вокруг окружности;

[image: image239.wmf]·

4. четырехугольник, вписанный в окружность?

(Правильный вариант: 1, 3)

Домашнее задание
1**. Дана прямая 
[image: image240.wmf]a

 и точка 
[image: image241.wmf]A

 вне ее. С помощью аксиом связи доказать, что существует единственная плоскость, на которой лежат прямая 
[image: image242.wmf]a

 и точка 
[image: image243.wmf]A

.

2**. Можно ли доказать с помощью аксиом связи что на прямой найдутся по крайней мере три различные точки?

3**. Какое наименьшее число точек может содержать плоскость в модели аксиом связи?

4**. С помощью аксиом связи и порядка доказать, что если точка 
[image: image244.wmf]B

 лежит между точками 
[image: image245.wmf]A

 и 
[image: image246.wmf]C

, а 
[image: image247.wmf]C

 - между 
[image: image248.wmf]B

 и 
[image: image249.wmf]D

, то 
[image: image250.wmf]C

 лежит между 
[image: image251.wmf]A

 и 
[image: image252.wmf]D

. (Указание к одному из возможных доказательств смотрите на рис. 9).

5**. С помощью аксиом связи и порядка доказать, используя задачу 4, что на прямой существует по крайней мере четыре различные точки.

6**. С помощью аксиом конгруэнтности доказать, что в равнобедренном треугольнике углы при основании равны. 

7**. Угол называется прямым, если он конгруэнтен (или равен) своему смежному углу. С помощью аксиом конгруэнтности доказать, что все прямые углы конгруэнтны между собой.

8**. Доказать, что из аксиом связи, порядка и конгруэнтности выводимы следующие утверждения:

а) первый и второй признаки равенства треугольников;

б) через каждую точку 
[image: image253.wmf]A

 прямой 
[image: image254.wmf]a

 можно провести перпендикулярную ей прямую и притом только одну;

в) каждый отрезок 
[image: image255.wmf]AB

 можно разделить пополам;

г) в равнобедренном треугольнике медиана, проведенная к основанию, является биссектрисой и высотой;

д) внешний угол треугольника больше каждого внутреннего угла, с ним не смежного;

е) из данной точки на данную прямую можно опустить единственный перпендикуляр;

ж) два перпендикуляра к одной прямой не пересекаются.

9**. Доказать, что аксиома параллельности равносильна пятому постулату Евклида.

10**. Доказать, что из аксиом связи, порядка, конгруэнтности и аксиомы параллельности выводимы следующие утверждения:

а) каждая прямая в пересечении с двумя параллельными прямыми образует равные соответственные углы;

б) сумма внутренних углов любого треугольника равна двум прямым.

Словарь терминов
Аксиомы — принимаемые без доказательства утверждения о свойствах основных понятий. При возникновении аксиоматического метода за аксиомы принимались исходные утверждения, которые представлялись совершенно ясными и считались истинными без доказательства
Аксиоматический метод — метод построения научной теории путем последовательного получения утверждений, исходя из аксиом теории.
Неевклидовы геометрии — геометрические системы, отличные от геометрии Евклида. Среди неевклидовых геометрий особое значение имеют геометрия Лобачевского и геометрия Римана. Геометрия Лобачевского строится на основе тех же аксиом, что и евклидова, за исключением только одной аксиомы о параллельных. В геометрии Лобачевского принимается, что через точку, не лежащую на данной прямой 
[image: image256.wmf]a

, проходит не одна прямая, лежащая в одной плоскости с прямой 
[image: image257.wmf]a

 и не пересекающая эту прямую (затем доказывается, что их бесконечно много).
Полнота системы аксиом означает, что всякое утверждение теории, можно либо доказать, либо опровергнуть, исходя из аксиом этой системы.
Непротиворечивость системы аксиом означает, что из нее нельзя логически вывести два взаимно отрицающих друг друга предложения.
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