(10 класс, модуль I, урок 4)
Урок 4. Аксиомы Пеано для натуральных чисел 
План урока
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 Домашнее задание

Цели урока:— сформулировать аксиомы Пеано, лежащие в основе арифметики натуральных чисел. 
4.1. Формулировка аксиом Пеано
Аксиоматический метод успешно применяется не только в геометрии, но также и в других разделах математики. Здесь мы продемонстрируем аксиоматический метод в арифметике натуральных чисел.

Натуральные числа возникли как из подсчета (один, два, три, и так далее), так и из перечисления предметов (первый, второй, третий, и так далее). Система аксиом Пеáно для натуральных чисел, которую мы сейчас рассмотрим, отражает эти процессы счета и перечисления.

Основными понятиями в системе аксиом, предложенной знаменитым итальянским математиком Дж. Пеáно, являются натуральные числа и основное отношение - «непосредственно следовать».

Система аксиом Пеано состоит из четырех утверждений:

1. Единица 1 есть натуральное число, которое не следует непосредственно ни за каким натуральным числом.

2. Каково бы ни было натуральное число n, существует лишь одно натуральное число n', которое непосредственно следует за числом n.

3. Каждое натуральное число, отличное от единицы, следует непосредственно лишь за одним натуральным числом.

4. Если некоторое множество M натуральных чисел содержит число 1 и вместе с каждым натуральным числом n содержит непосредственно следующее за ним число n', то M содержит все натуральные числа.

Аксиома 4 называется аксиомой математической индукции и позволяет утверждать, что если некоторое предложение или свойство 
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 справедливо для числа 
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 и из его справедливости для натурального числа 
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 следует справедливость 
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 для непосредственно следующего числа 
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, то 
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 справедливо для всех натуральных чисел.

На этом утверждении основан метод математической индукции.

Вопрос. Какие аксиомы Пеано выполняются на множестве натуральных чисел 
[image: image15.wmf]{1,2,3,4}

, в котором отношение «непосредственно следовать» определено стрелками на диаграмме:
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4.2. Индуктивное определение сложения натуральных чисел
Используя отношение непосредственного следования, определим сложение натуральных чисел.

Сложение есть операция на множестве натуральных чисел, которая любым двум числам 
[image: image17.wmf]x

 и 
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 сопоставляет такое число 
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, что:

1. 
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 для всякого натурального 
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;

2. 
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, если число 
[image: image23.wmf]xy
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 уже определено.

Вследствие данного определения, чтобы прибавить к натуральному числу 
[image: image24.wmf]x

 число 
[image: image25.wmf]1

 достаточно взять натуральное число, непосредственно следующее за 
[image: image26.wmf]x

; для того чтобы к натуральному числу 
[image: image27.wmf]x

 прибавить число, непосредственно следующее за 
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, достаточно к 
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 прибавить 
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, и от числа 
[image: image31.wmf]xy
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 перейти к непосредственно следующему за ним. Таким образом, сложение натуральных чисел определяется шаг за шагом, то есть по индукции.

В соответствии с определением сложения устанавливаются свойства этой операции. Например, докажем, что 
[image: image32.wmf]224
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. В самом деле, по определению имеем:
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Вопрос. Как доказать, что 
[image: image34.wmf]235
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4.3. Индуктивное определение умножения
Имея операцию сложения, определим умножение натуральных чисел.

Умножение есть операция на множестве натуральных чисел, которая любым двум числам 
[image: image35.wmf]x

 и 
[image: image36.wmf]y

 сопоставляет такое число 
[image: image37.wmf]xy
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, что:

1. 
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 для всякого натурального 
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2. 
[image: image40.wmf]xyxyx
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, если число 
[image: image41.wmf]xy
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 уже определено.

Умножение натуральных чисел тоже определяется шаг за шагом, то есть по индукции.

Вопрос. Как доказать, что 
[image: image42.wmf]326
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?
4.4.  Закон ассоциативности сложения 

Перечисленных простейших свойств натуральных чисел и определений сложения и умножения достаточно для доказательства всех свойств натуральных чисел, которыми мы обычно пользуемся. Приведем, например, доказательство закона ассоциативности сложения: 

для любых 
[image: image43.wmf]x

, 
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, 
[image: image45.wmf]z

 справедливо равенство 
[image: image46.wmf]()()
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.
Доказательство. Зафиксируем произвольные 
[image: image47.wmf]x

 и 
[image: image48.wmf]y

. Пусть 
[image: image49.wmf]P

 – свойство натуральных чисел, определенное так: число 
[image: image50.wmf]z

 обладает свойством 
[image: image51.wmf]P

, если 
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. Покажем, что все натуральные числа обладают свойством 
[image: image53.wmf]P

. Для этого воспользуемся принципом математической индукции.

Сначала проверим, что 
[image: image54.wmf]1

 обладает свойством 
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. Действительно, 
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 (по первому условию из определения сложения), 
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 (по второму условию из определения сложения), а это равно 
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 (снова по первому условию). Таким образом, число 1 обладает свойством 
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: 
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Предположим теперь, что некоторое натуральное 
[image: image61.wmf]z

 обладает свойством 
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, то есть 
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. Покажем, что 
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 также обладает свойством 
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Следовательно, число 
[image: image71.wmf]z

 обладает свойством 
[image: image72.wmf]P

.

Итак, мы доказали, что 
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 обладает свойством 
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, и если натуральное число 
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 обладает свойством 
[image: image76.wmf]P

, то и непосредственно следующее за ним число 
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 также обладает этим свойством. По четвертой аксиоме Пеано, любое натуральное число обладает свойством 
[image: image78.wmf]P

, то есть для всех натуральных чисел 
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 выполняется равенство 
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. Ввиду того, что зафиксированные ранее натуральные числа были произвольными, равенство 
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 выполняется для любых натуральных чисел 
[image: image82.wmf]x

, 
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 и 
[image: image84.wmf]z

. Утверждение доказано.

Вопрос. Как с помощью ассоциативного закона доказать, что 
[image: image85.wmf]117339951
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4.4.  Закон коммутативности сложения 

В этом пункте мы установим закон коммутативности сложения натуральных чисел:

для любых 
[image: image86.wmf]x

 и 
[image: image87.wmf]y

 справедливо равенство 
[image: image88.wmf]xyyz
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Предварительно докажем вспомогательное утверждение: для любого натурального числа 
[image: image89.wmf]x

 справедливо равенство 
[image: image90.wmf]11
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. Снова воспользуемся методом математической индукции.

Сначала проверим, что это свойство выполнено для 
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. Действительно, в данном случае 
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Предположим теперь, что свойство 
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 выполнено для некоторого натурального 
[image: image95.wmf]x

, и докажем, что оно справедливо для 
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По принципу математической индукции, равенство 
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 доказано для всех натуральных 
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.

Теперь приступим к доказательству закона коммутативности в общем случае: 
[image: image104.wmf]xyyx
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Доказательство. Для 
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 это утверждение только что было доказано. Допустим, что наше утверждение верно при некотором 
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. Тогда для 
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 мы имеем:
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По принципу математической индукции равенство 
[image: image115.wmf]xyyx
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 доказано для всех натуральных 
[image: image116.wmf]x

 и 
[image: image117.wmf]y

.

Вопрос. Как доказать, что 
[image: image118.wmf]()()
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4.6. Об остальных свойствах натуральных чисел
Доказав основные свойства сложения натуральных чисел,

можно аналогично установить основные свойства операции умножения, определить степень с натуральным показателем, вывести другие привычные нам свойства натуральных чисел.

Вопрос. Как для натуральных чисел определить неравенство 
[image: image119.wmf]xy
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Проверь себя. 

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Известно, что 
[image: image120.wmf]22
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. Какое из указанных чисел равно произведению 
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3. 89991; 
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(Правильный вариант: 3)

Известно, что 
[image: image126.wmf]2222

()()2()

ababab

-++=+

. Какое из указанных чисел равно сумме 
[image: image127.wmf]22
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1. 80128; 
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[image: image130.wmf]·

3. 80098; 
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(Правильный вариант: 3)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Какие из следующих равенств верны при любых натуральных 
[image: image132.wmf]a

 и 
[image: image133.wmf]b
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(Правильные варианты: 1)

Какие из следующих равенств верны при любых натуральных 
[image: image142.wmf]a

 ,
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 и  
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(Правильные варианты: 3, 4)

В каких рассуждениях применяется только свойство ассоциативности: 
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(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание
1**. Используя свойства операции сложения, доказать коммутативность умножения.

2**. Доказать ассоциативность умножения. 

3**. Доказать дистрибутивный закон: 
[image: image161.wmf]()
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4**. Положим 
[image: image162.wmf]xy
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, если найдется такое натуральное число 
[image: image163.wmf]z

, что 
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. Доказать, что:

а) если 
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 и 
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[image: image167.wmf]xz

>

;

б) если 
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, то 
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 для любого 
[image: image170.wmf]z

.

5**. Определить операцию вычитания меньшего натурального числа из большего натурального числа.

6**. Доказать, что 
[image: image171.wmf]()()
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, если определены 
[image: image172.wmf]xy
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7**. Доказать, что каждое натуральное число можно единственным способом представить в виде 
[image: image174.wmf]2

012

1010...10

k

k

aaaa

+×+×++×

, где 
[image: image175.wmf]k
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 — натуральное число, меньшее 10, а каждое из чисел 
[image: image176.wmf]0
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, 
[image: image177.wmf]1
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, 
[image: image178.wmf]2
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, 
[image: image179.wmf]...

, 
[image: image180.wmf]1
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 либо равно нулю, либо является натуральным числом, меньшим 10; 
[image: image181.wmf]k

 — либо 0, либо натуральное число.

Словарь терминов
Аксиома математической индукции Если некоторое множество M натуральных чисел содержит число 1 и вместе с каждым натуральным числом n содержит непосредственно следующее за ним число n', то M содержит все натуральные числа.

Эта аксиома позволяет утверждать, что если некоторое предложение или свойство 
[image: image182.wmf]()
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 справедливо для числа 
[image: image183.wmf]1
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 и из его справедливости для натурального числа 
[image: image184.wmf]nk
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 следует справедливость 
[image: image185.wmf]()
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 для непосредственно следующего числа 
[image: image186.wmf]nk
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, то 
[image: image187.wmf]()
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 справедливо для всех натуральных чисел.
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