(Класс 10, модуль II, урок 1)

Урок 1. Пространственные фигуры
План урока
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 Начальные представления о фигурах в пространстве
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 Некоторые конструкции пространственных фигур
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 Принципы доказательств в стереометрии
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 Пример на доказательство свойства одного из конических сечений
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 Тесты


[image: image6.wmf]·

 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке напоминаются некоторые начальные представления о геометрических фигурах в пространстве, которые в качестве примеров встречались в курсе планиметрии, на наглядном уровне приводятся новые примеры пространственных фигур, демонстрирующих многообразие форм предметов из окружающего мира, рассматриваются принципы доказательств геометрических утверждений в пространстве.
Начальные представления о фигурах в пространстве

В течение нескольких лет вами изучались геометрические свойства фигур, расположенных на плоскости. При этом, отвлекаясь от реальной физической природы фигуры, мы рассматривали. каждую геометрическую фигуру как некоторое множество точек плоскости, Например, нам было неважно, где изображен равносторонний треугольник: на странице учебника, на листе тетради или на доске. Известные геометрические свойства равностороннего треугольника совсем не зависят от того, где расположен этот треугольник.
Аналогично, пространственные геометрические фигуры рассматривают как некоторые множества точек пространства. Например, если посмотреть на обыкновенную комнату, не обращая внимания на окна, двери, плинтус и так далее, то можно считать, что такая комната представляет собой некоторую пространственную фигуру, ограниченную четырьмя прямоугольными стенами, потолком и полом. Напомним, что в геометрии такая пространственная фигура называется прямоугольным параллелепипедом (рис. 1). Прямоугольники, ограничивающие прямоугольный параллелепипед, называют его гранями, стороны граней - ребрами, вершины граней – вершинами. В том случае, когда все грани прямоугольного параллелепипеда являются квадратами, получается одна из самых известных пространственных фигур – куб.
Некоторые конструкции пространственных фигур

Мир пространственных фигур многообразен. Например, автомобиль делают из множества деталей. Каждую из них можно рассматривать как пространственную фигуру. Для практики большое значение имеют рабочие чертежи или рисунки, по которым мастер способен изготовить нужную деталь. Эти чертежи делают на основе свойств, которые выявляются при изучении геометрии пространства. Пространственную фигуру также часто задают описанием свойств точек этой фигуры.
Пример 1. Выберем некоторое положительное число r и некоторую точку F пространства. Определим пространственную фигуру S как множество всех точек пространства, удаленных от точки F на расстояние r. Напомним, что фигура S называется сферой (рис. 2). Точка F называется центром сферы, r – радиусом сферы.
Пример 2. Возьмем прямоугольник. Определим пространственную фигуру P как множество всех точек пространства, которые получаются из точек прямоугольника его поворотом вокруг стороны. Полученную фигуру P называют цилиндром.
Пример 3. Возьмем прямоугольный треугольник ABC с катетами АВ и ВС (рис. 3). Определим пространственную фигуру V как множество всех точек пространства, которые получаются из точек треугольника ABC его поворотом вокруг прямой ВС. Такую фигуру V называют конусом (рис. 4). 
Пример 4. Выберем в пространстве две окружности, расположенные в противоположных гранях куба, как указано на рис. 5. Отметим на одной окружности точку А, на другой — точку В. После этого для произвольной точки N верхней окружности отметим точку М на нижней окружности так, чтобы длины дуг AN и ВМ, измеренные против хода часовой стрелки, были равны (рис. 6). Соединив отрезками всевозможные пары точек N и М, получим поверхность, условно изображенную на рис. 7. Эта поверхность является частью пространственной фигуры, которая называется однополостным гиперболоидом (рис. 8). Заметим, что если в этом примере точки А и В выбирать симметричными относительно центра куба, то в результате построения получатся боковые поверхности двух конусов (рис. 9).
Это интересно

Описанный в примере 4 способ построения поверхности из отрезков широко применяется на практике. Например, знаменитая Шуховская телевизионная вышка в Москве построена из сегментов гиперболической поверхности с использованием прямых балок. 
Мини-исследование

Если возьмем трапецию ABCD c прямыми углами при вершинах боковой стороны АВ и определим пространственную фигуру как множество всех точек пространства, получающихся из точек трапеции ABCD поворотом вокруг прямой AB, то получается часть конуса. Образующуюся фигуру называют также усеченным конусом.
Попробуйте провести исследование и выяснить на основе приведенных примеров пространственных фигур, какие фигуры могут получаться при вращении вокруг прямой некоторых известных плоских фигур:
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а) вращается остроугольный треугольник вокруг стороны;
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б) вращается прямоугольный треугольник вокруг средней линии, параллельной одному из катетов;
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в) вращается остроугольный треугольник вокруг одной из его средних линий;
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г) вращается прямоугольник вокруг одной из его диагоналей;
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д) вращается тупоугольный треугольник вокруг средней линии, которая параллельна его меньшей стороне.

(Ответы на вопросы исследования в форме описания:

а) получается фигура, соединенная из двух конусов;

б) получается цилиндр, из которого вырезан конус;

в) получается цилиндр, из которого вырезаны два конуса;

г) получается фигура, в которой последовательно соединены конус, затем два усеченных конуса и после этого еще один конус;
а) получается фигура, которая напоминает «космический корабль», соединенная из двух усеченных конусов и цилиндра, и из этой фигуры с концов вырезаны два конуса.).
а) получается фигура, соединенная из двух конусов:1. ответы

Принципы доказательств в стереометрии
Наблюдая пространственные фигуры, мы можем высказывать предположения об их геометрических свойствах. Но для того, чтобы быть уверенными в справедливости замеченного свойства, необходимо найти соответствующее доказательство. Каждое доказательство опирается на другие уже известные свойства пространственных фигур. Таким способом можно находить все новые и новые свойства. Проиллюстрируем сказанное примерами.
Пример 5. Напомним, что две различные прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются. 
В дальнейшем будет доказано, что если каждая из двух прямых а и b параллельна прямой c, то прямые а и b также параллельны. 
Покажем, как использовать это свойство при доказательстве параллельности некоторых прямых.
Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1. Пусть точка М — середина ребра А1В1, точка N — середина ребра B1C1, точка L на ребре AD и точка К на ребре CD расположены так, что 
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. Докажем, что прямые MN и KL параллельны (рис. 10).
Доказательство. Сначала установим, что 
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. Так как грани куба — квадраты, то в грани 
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 получаем, что 
[image: image16.wmf]1

1

BB

AA

и 
[image: image17.wmf]1

1

BB

AA

=

. Аналогично, в грани 
[image: image18.wmf]C

C

BB

1

1

 получаем, что 
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 лежат в одной плоскости, параллельны и равны. Поэтому четырехугольник АА1С1С — параллелограмм, откуда вытекает, что 
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Рассмотрим верхнюю грань A1B1C1D1. Из условия следует, что в треугольнике A1B1C1 отрезок MN является средней линией, а поэтому 
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, то заключаем, что 
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Теперь рассмотрим нижнюю грань. Из условия следует, что DL : AD = DK : DC. Поэтому треугольники DLK и DAC подобны по второму признаку подобия. Отсюда вытекает, что угол CAD равен углу KLD. Значит, по соответствующему признаку, 
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. Но так как мы уже показали, что 
[image: image30.wmf]AC

MN

, то 
[image: image31.wmf]KL

MN

, что и требовалось доказать.

Разберем более сложный пример. 

Будем говорить, что прямая и сфера касаются друг друга, если они имеют ровно одну общую точку. В этом случае в плоскости, содержащей прямую и центр сферы, окружность пересечения сферы с плоскостью касается прямой. 


Будем говорить, что плоскость и сфера касаются друг друга, если они имеют ровно одну общую точку. В этом случае в каждой плоскости, содержащей прямую и центр сферы, окружность пересечения сферы с плоскостью касается прямой пересечения плоскостей.


Сфера, имеющая общие точки с боковой поверхностью конуса, называется касающейся этой боковой поверхности, если все прямые, соединяющие вершину конуса с каждой из упомянутых общих точек, касаются данной сферы. В этом случае в каждой плоскости, проходящей через вершину конуса и центр сферы, окружность пересечения сферы с плоскостью касается указанной прямой


Предположим, что известны следующие свойства:

1) если к сфере из одной точки проведены отрезки касательных, то эти отрезки равны;

2) если конус пересечен плоскостью, как указано на рисунке 11, то можно построить две сферы, каждая из которых касается боковой поверхности конуса (или ее продолжения) по окружности и касается плоскости в некоторой точке;

3) на плоскости множество всех точек, сумма расстояний от которых до двух фиксированных точек А и В постоянна, является эллипсом с фокусами А и В.
Используя перечисленные свойства докажем, что при пересечении конуса с плоскостью а получается эллипс, если плоскость проводится так, как указано на рис. 11.
Доказательство. Построим две сферы, касающиеся боковой поверхности конуса и секущей плоскости в точках А и В (рис. 12). Если 
из вершины S конуса по его поверхности провести произвольный луч, то он будет касаться меньшей сферы в некоторой точке К, а большей сферы — в некоторой точке L. По свойству касательных к сфере, длины отрезков SK и SL не зависят от выбора луча, поэтому длина отрезка KL также не зависит от луча.
Пусть луч SL пересекает плоскость а в точке М. Тогда MB и МК являются отрезками касательных, проведенных из точки М к меньшей сфере, поэтому MB = МК. Аналогично получаем равенство MA = ML. Следовательно, MA + MB = МК + ML = KL. Так как длина отрезка KL не зависит от проведенного луча, то для каждой точки М, принадлежащей пересечению плоскости а с боковой поверхностью конуса, сумма 
MA + MB постоянна.
Отсюда вытекает, что все точки пересечения плоскости а с боковой поверхностью конуса лежат на одном эллипсе с фокусами А и В.
Это интересно

Кривые, которые получаются при пересечении конической поверхности плоскостью, известны со времен Евклида, и часто такие кривые называют коническими сечениями. Уже в те давние времена были известны многие интересные свойства, в том числе и то свойство, которое рассмотрено на этом уроке. Однако, приведенный способ доказательства свойства фокусов эллипса широко известен под названием «Шары Данделена». Жерминаль Пьер Данделен (1794 -1847), один из известных французских математиков XIX века, особый интерес проявлял к геометрическим задачам, в том числе имеющим отношение к коническим сечениям, свойствам вписанных в конические сечения и описанных вокруг конических сечений многоугольных фигур. Его заслуги в математике были отмечены, среди них избранием в члены королевской академии наук Брюсселя.
(Приложение – портрет, рис 13)
Проверь себя. Пространственные фигуры

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
Сколько вершин имеет куб?
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1. Шесть


[image: image33.wmf]·

2. Семь
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3. Восемь
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4. Девять
(Правильный вариант: 3)

Сколько ребер имеет прямоугольный параллелепипед?
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1. Шесть
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2. Восемь
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3. Десять
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4. Двенадцать
(Правильный вариант: 4)
Какая фигура получается при вращении прямоугольного треугольника вокруг катета?
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1. Сфера
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2. Конус


[image: image42.wmf]·

3. Цилиндр
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4. Шар
(Правильный вариант: 2)
Какая фигура получается при вращении прямоугольника вокруг стороны?
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1. Сфера
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2. Конус
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3. Цилиндр
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4. Шар
(Правильный вариант: 3)

Проверь себя. Пространственные фигуры

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Какими из перечисленных свойств обладает куб?
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1. Имеет 6 граней
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2. Имеет 6 вершин
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3. Имеет 12 ребер
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4. Все грани куба квадраты
(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Сферой называется пространственная фигура, которая состоит
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1. из равноудаленных точек пространства

[image: image53.wmf]·

2. из точек, удаленных от заданной точки на заданное расстояние
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3. из всех точек, которые получаются при вращении окружности вокруг ее диаметра
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4. из всех точек, удаленных от заданной точки на заданное расстояние
(Правильные варианты: 4)
Пространственная фигура является конусом, если она получается
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1. при вращении прямоугольного треугольника вокруг прямой
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2. при вращении прямоугольного треугольника вокруг катета
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3. при вращении прямоугольного треугольника вокруг гипотенузы

[image: image59.wmf]·

4. при вращении равнобедренного треугольника вокруг высоты, проведенной к основанию
(Правильные варианты: 2, 4)

Какие прямые в пространстве называются параллельными?
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1. Прямые, не имеющие общей точки
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2. Прямые, лежащие в одной плоскости и параллельные на ней
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3. Непересекающиеся прямые, лежащие в одной плоскости
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4. Прямые, лежащие в одной плоскости
(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание

1. Предположим, что мы склеиваем два равных куба. В каком случае мы получим прямоугольный параллелепипед?

2. В каком случае при склеивании двух прямоугольных параллелепипедов можно получить также прямоугольный параллелепипед?

3. Как представить фигуру, которая получается при вращении прямоугольника ABCD вокруг прямой MN, которая параллельна стороне BC и пересекает сторону AB?

4.** Как представить фигуру, которая получается при вращении прямоугольника ABCD вокруг прямой MN, которая параллельна стороне BC и не пересекает сторону AB?

5. Пусть в параллелепипеде 
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. точки M и N - середины ребер A1B1 и B1C1, а точки L и K расположены соответственно на ребрах AD и CD так, что 
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. Ориентируясь на рассмотренный пример докажите, что MN и KL параллельны.
6. В каком случае сечение конуса плоскостью будет кругом?
7. В каком случае сечение боковой поверхности конуса плоскостью дает два отрезка с общей точкой?
8.** Пусть заданы цилиндр и плоскость, которая пересекает только боковую поверхность цилиндра. В каком случае при пересечении получается окружность?
9.** Пусть заданы цилиндр и плоскость, которая пересекает только боковую поверхность цилиндра, причем при пересечении получается не окружность. Показать что в этом случае линией пересечения является эллипс.

Словарь терминов
Прямоугольный параллелепипед. Многогранник с шестью гранями, каждая из которых является прямоугольником. 

Куб. Прямоугольный параллелепипед, каждая грань которого является квадратом. 

Сфера. Множество всех точек пространства, удаленных от заданной точки F на расстояние r. Точка F называется центром сферы, r – радиусом сферы. 
Конус (прямой круговой). Множество всех точек пространства, которые получаются из точек прямоугольного треугольника при его вращении вокруг катета. 

Цилиндр (прямой круговой). Множество всех точек пространства, которые получаются из точек прямоугольника при его вращении вокруг стороны. 
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