(Класс 10, модуль II, урок 3)

Урок 3. Знакомство с пирамидами
План урока
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 Треугольная пирамида

[image: image2.wmf]·

 Сечение треугольной пирамиды плоскостью
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 Задача из вузовских олимпиад
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 Четырехугольная пирамида
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 Сечение четырехугольной пирамиды плоскостью
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 Общее понятие пирамиды
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 Тесты
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 Домашнее задание
Цели урока:
На этом уроке начинается знакомство с пирамидами, основными элементами пирамиды, рассматриваются основные принципы построения сечений пирамиды плоскостью, приводятся примеры задач разного уровня сложности.
Треугольная пирамида
Пространственную фигуру, которую называют треугольной пирамидой, можно построить следующим образом.
Рассмотрим некоторую плоскость α. Выберем в ней три не лежащие на одной прямой точки А, В, С, а вне плоскости α выберем точку S (рис. 1). Тем самым мы определим четыре вершины треугольной пирамиды.
Соединим вершины отрезками АВ, ВС, AC, SA, SB, SC (рис. 2) и получим шесть ребер треугольной пирамиды.
К каждому из треугольников ABC, SAB, SAC, SBC добавим все их внутренние точки (рис. 3) и получим четыре грани треугольной пирамиды. Вместе эти четыре грани образуют поверхность пирамиды. Иногда поверхность пирамиды называют ее границей.
Наконец, добавим все точки пространства, лежащие на отрезках, которые соединяют вершину S с внутренними точками треугольника ABC, и не совпадают с концами этих отрезков. В результате получим все внутренние точки пирамиды.
Пространственная фигура, состоящая из всех точек построенной поверхности и всех внутренних точек, называется треугольной пирамидой и обозначается через SABC. Таким образом, треугольная пирамида является пространственной фигурой, которая ограничена четырьмя гранями, каждая из которых является треугольником.

Иногда треугольную пирамиду называют также тетраэдром.
Из всех треугольных пирамид особо выделяют пирамиду, у которой равны все ребра. Такую пирамиду называют правильным тетраэдром.
Внутренние точки треугольной пирамиды можно определить иначе. Пусть S, А, В, С — вершины пирамиды. Точка М является внутренней для этой пирамиды, если А и М лежат в одном полупространстве с границей SBC, В и М — в одном полупространстве с границей SAC, С и М — в одном полупространстве с границей SBC,а S и М — в одном полупространстве с границей ABC.
Вопрос. Как можно определить треугольную пирамиду в виде пересечения полупространств?

Это интересно
Наряду с серьезными задачами математики любят придумывать также задачи развлекательного характера, рассчитанные на широкий круг людей. В частности, примером таких задач могут служить задачи на составление геометрических фигур из спичек. Одной из таких задач является следующая задача.

Из шести спичек составить четыре треугольника

Если разложить эти шесть спичек на столе и перемещать по столу, то все попытки решить задачу оказываются неудачными. Однако, если располагать спички в пространстве, то сразу все проясняется: достаточно спички составить так, что получается треугольная пирамида (точнее, получаются ребра пирамиды), и решение задачи готово. 
Сечение треугольной пирамиды плоскостью
Разберем, как находить сечение треугольной пирамиды плоскостью, то есть фигуру, которая состоит из всех общих точек пирамиды и плоскости. 
Пример 1. В пирамиде SABC точки М, N и К выбраны соответственно на ребрах SA, АВ и АС так, что SM:МА =1:3,
AN: NB=1:2, АК:КС =2:1. Построим сечение пирамиды плоскостью MNK.
Решение. Обозначим плоскость MNK через α. По аксиоме II, две различные плоскости, имеющие общую точку, пересекаются по прямой. Так как точки М и N — общие для плоскостей SAB и α, то эти плоскости пересекаются по прямой, содержащей точки М и N. Следовательно, грань SAB пересекается с плоскостью α по отрезку MN. Аналогично получается, что плоскость α пересекает грань SAC по отрезку МК, а грань ABC — по отрезку NK (рис. 4).
Покажем, что плоскость α не пересекается с гранью SBC. Для этого заметим, что плоскость α делит пространство на два полупространства. При этом точки А и S лежат в разных полупространствах, потому что отрезок AS пересекается с плоскостью α. Аналогично, в разных полупространствах лежат точки А и С, а также точки А и В. Отсюда следует, что все точки S, В, С лежат в одном полупространстве с границей α. Но тогда все точки треугольника SBC лежат в том же полупространстве, а поэтому грань SBC не пересекается с плоскостью α. Таким образом, на рис. 4 изображены все пересечения плоскости α с гранями. Значит, в сечении пирамиды SABC данной плоскостью получается треугольник MNK.
Пример 2. В пирамиде SABC точки М, N и К выбраны соответственно на ребрах SA, SC и АВ так, что SM:МА=1:3, SN:NC=2:1, АК=КВ. Построим сечение пирамиды плоскостью MNK (рис. 5). 
Решение. Обозначим плоскость MNK через β. Из аксиомы II следует, что плоскости β и SAC пересекаются по прямой MN. Продолжим прямую MN за пределы треугольника SAC и найдем точку X пересечения прямых MN и АС (рис. 6). Для определения положения точки X проведем МР || АС в плоскости ASC (рис. 7). Так как ∆SMP ~ ∆SАС, то 
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 Треугольники MNP и СNX также подобны. Значит, 
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 Следовательно, точка X расположена на продолжении отрезка АС так, что 
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Теперь заметим, что точки X и К лежат в плоскости β и в плоскости грани ABC. Это позволяет сначала построить прямую КХ пересечения данных плоскостей, а затем отрезок NL пересечения плоскости β с гранью SBC (рис. 8).

Для определения положения точки L рассмотрим плоскость ABC и проведем КТ || АС (рис. 9). Так как точка К — середина АВ, то, по свойству средней линии треугольника, 
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 Из подобия треугольников KTL и CLX вытекает, что 
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. Следовательно, точка L расположена на ребре ВС так, что 
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Таким образом, на рисунке 8 изображены все пересечения плоскости β с гранями. Значит, в сечении пирамиды SABC плоскостью β  получается четырехугольник MNLK, причем положение точек М, N, К, L на соответствующих ребрах вполне определено.
Задача из вузовских олимпиад
3.4. Если точки, через которые проводится секущая плоскость, не лежат на ребрах пирамиды, то построение сечения усложняется.
Пример 3. В правильном тетраэдре SABC с ребром длины а точка М — середина медианы SE грани SAC, N — точка пересечения медиан грани SBC, К — середина ребра АВ (рис. 10). Построим сечение тетраэдра плоскостью MNK.
Решение. Сначала рассмотрим вспомогательную плоскость SMN. Эта плоскость проходит через середины Е и F ребер АС и ВС, а поэтому пересекает плоскость грани ABC по прямой EF (рис. 11).

Найдем в плоскости SMN точку X пересечения прямых MN и EF. После этого в плоскости ABC проведем прямую КХ и найдем точку Р ее пересечения с прямой ВС. Затем в плоскости SBC найдем точку Q пересечения прямой PN с ребром SC, а в плоскости SAC — точку R пересечения прямой QM с ребром SA (рис. 12). Четырехугольник KPQR — искомое сечение пирамиды плоскостью MNK. 
Вопрос. В каком отношении точка Q делит ребро SC? 
Мини-исследование

Предположим, что мы взяли лист бумаги, вырезали равносторонний треугольник и согнули этот листок по средним линиям треугольника. Тогда легко убедиться в том, что при склеивании частей получается треугольная пирамида – правильный тетраэдр.

Предлагается проделать аналогичные эксперименты с треугольниками другого вида, и на основании наблюдений высказать гипотезу насчет того, в каких случаях данная конструкция позволяет сделать пирамиду, а в каких нет.
(Итог: из любого остроугольного треугольника пирамида получается, а из прямоугольного или тупоугольного - нет).

Четырехугольная пирамида
Четырехугольную пирамиду можно построить следующим образом. Сначала в некоторой плоскости α выберем четырехугольник ABCD, включая его внутренние точки, — основание пирамиды. Стороны АВ, ВС, CD и AD — это ребра основания пирамиды, а точки А, В, С, D — вершины основания.
Затем вне плоскости α выберем точку S — вершину четырехугольной пирамиды. Соединив вершину S отрезками с вершинами А, В, С, D основания, получим боковые ребра SA, SB, SC, SD пирамиды (рис. 13).
Добавив к треугольникам AS В, BSC, CSD, ASD их внутренние точки, получим боковые грани пирамиды. Взятые вместе боковые грани и основание образуют поверхность четырехугольной пирамиды (рис. 14).
Наконец, к точкам поверхности добавим все внутренние точки, лежащие на отрезках, соединяющих вершину S с внутренними точками основания ABCD, и не совпадающие с концами этих отрезков. Полученная пространственная фигура называется четырехугольной пирамидой и обозначается SABCD. Обозначение вершины четырехугольной пирамиды обычно записывают на первом месте.
Вопрос. Пусть ABCDА1B1C1D1 — куб. Какие вершины, ребра и грани имеет пирамида A1ABCD?
Сечение четырехугольной пирамиды плоскостью

Рассмотрим задачу о построении сечения четырехугольной пирамиды.
Пример 4. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD. Точки Р, Q и R — середины ребер АВ, AD и SC соответственно. Построим сечение пирамиды плоскостью PQR (рис. 15). 

Решение. Плоскость PQR пересекается с основанием пирамиды по прямой PQ. В плоскости ABCD прямая PQ пересекает прямую ВС в точке X, а прямую CD — в точке Y (рис. 16). Положение точек X, Y легко найти из равенства треугольников APQ, BPX, DQY: так как 
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Теперь найдем точки пересечения прямых RX и RY с ребрами SB и SD соответственно. Первую из них обозначим через М, а вторую — через N (рис. 16). Для точного определения положения точки М рассмотрим плоскость SBC (рис. 17). Проведя отрезок RK параллельно SB, получим среднюю линию в треугольнике BSC, откуда 
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, то отрезок ВМ — средняя линия в треугольнике XRK. Поэтому 
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. Аналогично в плоскости грани SCD получается равенство 
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. Итак, найдены пересечения плоскости PQR с ребрами пирамиды SABCD. Искомое сечение — пятиугольник PQNRM. 
Общее понятие пирамиды
Нетрудно сформулировать общее определение произвольной п-угольной пирамиды. Например, шестиугольную пирамиду можно представить следующим образом. Сначала в некоторой плоскости выберем шестиугольник ABCDEF, включая его внутренние точки, — основание пирамиды. Затем вне плоскости основания выберем точку S— вершину пирамиды. Соединив вершину S отрезками с вершинами А, В, С, D, E, F основания, получим боковые ребра пирамиды (рис. 18). Добавив к треугольникам ASВ, BCS, CSD, DSE, ESF, ASF их внутренние точки, получим боковые грани пирамиды. Взятые вместе боковые грани и основание образуют поверхность шестиугольной пирамиды (рис. 19). Наконец, к точкам поверхности добавим все внутренние точки, то есть точки, лежащие на отрезках, которые соединяют вершину S с внутренними точками шестиугольника ABCDEF, и не совпадают с концами этих отрезков. В результате получим шестиугольную пирамиду SABCDEF с основанием ABCDEF и вершиной S.
Проверь себя. Пространственные фигуры

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
Какую из пирамид называют «тетраэдр»?


[image: image32.wmf]·

1. Треугольную
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2. Четырехугольную
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3. Пятиугольную
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4. Шестиугольную
(Правильный вариант: 1)

Сколько вершин, граней и ребер имеет четырехугольная пирамида?
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1. 4 вершины, 4 грани, 4 ребра
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2. 4 вершины, 4 грани, 8 ребер
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3. 5 вершин, 5 граней, 8 ребер
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4. 5 вершин, 5 граней, 5 ребер
(Правильный вариант: 3)

У какой из пирамид не существует четырех вершин, лежащих в одной плоскости?


[image: image40.wmf]·

1. У треугольной
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2. У четырехугольной
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3. У пятиугольной
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4. У шестиугольной
(Правильный вариант: 1)
Сколько вершин, граней и ребер имеет 20-угольная пирамида?
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1. 20 вершин, 20 граней, 20 ребер
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2. 20 вершин, 20 граней, 40 ребер
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3. 21 вершину, 21 грань, 21 ребро
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4. 21 вершину, 21 грань, 40 ребер
(Правильный вариант: 4)
Проверь себя. Пространственные фигуры

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Известно, что плоскость α проходит через вершину A треугольной пирамиды SABC. Какие из перечисленных фигур могут получиться в сечении?
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1. Отрезок
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2. Треугольник
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3. Четырехугольник
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4. Пятиугольник
(Правильные варианты: 1, 2)

Известно, что плоскость α проходит через середины ребер SA и BC треугольной пирамиды SABC. В каких случаях сечением пирамиды будет треугольник, если известно, что плоскость α:
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1. содержит середину ребра AB
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2. содержит вершину A
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3. содержит середину ребра SC
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4. содержит вершину B
(Правильные варианты: 2, 4)

Какие из перечисленных многоугольников могут получаться при пересечении четырехугольной пирамиды плоскостями?
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1. Четырехугольник
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2. Пятиугольник 
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3. Шестиугольник
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4. Семиугольник
(Правильные варианты: 1, 2)

Известно, что плоскость α проходит через вершину S шестиугольной пирамиды SABCDEF. Какие из перечисленных многоугольников могут получиться в сечении?
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1. Треугольник
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2. Четырехугольник
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3. Пятиугольник
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4. Шестиугольник
 (Правильные варианты: 1)

Домашнее задание

1. Дана пирамида SABC, у которой все ребра равны 1. Точка М —середина ребра СВ. Найдите площадь сечения SAM.
2. Дана пирамида SABC, у которой все ребра равны 2. Точки М и N — середины ребер АВ и АС. Найдите площадь сечения SMN.
3. Дана пирамида SABC, у которой все ребра равны 1. Точка N — середина ребра SB, М — середина ребра СВ, О — центр грани ABC. Нарисуйте сечение пирамиды плоскостью NMO. Найдите площадь получившегося сечения.
4. Дана пирамида SABC, у которой все ребра равны. Точки М и N — середины ребер AS и АС. Точка L лежит на ребре АВ, причем AL:LB=3:1. В каком отношении плоскость MNL делит ребро SB?
5. Дана пирамида SABC, у которой все ребра равны. Точки М и N — середины отрезков AS и АС, точка L лежит на СВ и CL:LB=1:3.
а) Нарисуйте сечение пирамиды плоскостью MNL;
б) найдите, в каком отношении это сечение делит ребро SB.
6. Дана пирамида SABC, причем SAB, SAC и ABC — прямоугольные треугольники с прямым углом при вершине A, SA=АС=2, АВ=3. Точки М и N — середины ребер SA и АС Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью BMN.
Словарь терминов
Треугольная пирамида – пространственная фигура, ограниченная четырьмя гранями, каждая из которых является треугольником
Тетраэдр – другое название треугольной пирамиды
Правильный тетраэдр – треугольная пирамида, у которой все ребра равны
Четырехугольная пирамида – пространственная фигура, ограниченная одной четырехугольной гранью и тремя треугольными гранями с общей вершиной
Пирамида – общее название для треугольной, четырехугольной и других пирамид

Сечение пирамиды с плоскостью – плоская фигура, образованная всеми общими точками пирамиды и плоскости
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