(Класс 10, модуль III, урок 1)

Урок 1. Рациональные числа и их свойства
План урока
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 1.1. Дроби и рациональные числа
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 1.2. Арифметические операции над рациональными числами
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 1.3. Свойства арифметических операций
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 1.4. Сравнение рациональных чисел
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 1.5. Модуль числа
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 1.6. Модуль суммы двух чисел
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 1.7. Аксиома Архимеда
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 1.8. Неравенство Бернулли 
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 1.9. Следствие неравенства Бернулли

[image: image10.wmf]·

 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: определить рациональное число как множества равных между собой дробей, напомнить основные свойства арифметических операций над рациональными числами и свойства сравнения этих чисел.
1.1. Дроби и рациональные числа 
При перечислении и при подсчете предметов используются целые положительные числа. При различных измерениях удобнее использовать дробные числа, которые позволяют выразить не только целое число единиц, но и части единицы. Напомним, что по-разному записанные дроби иногда могут быть равными. Например, 
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. Равные между собой дроби удобно считать одним числом. 

Рациональным числом называется множество всех равных между собой дробей. 

На числовой прямой равные дроби изображаются одной точкой, неравные дроби — разными точками. Поэтому каждая точка с дробной координатой изображает только одно рациональное число, а разные рациональные числа изображаются разными точками числовой прямой. 

Для записи рационального числа используют дроби, составляющие данное рациональное число. Например, 
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 и 
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 – это разные обозначения для рационального числа, содержащего все дроби, равные дроби 
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Для обозначения множества всех рациональных чисел используется буква 
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. Запись 
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 означает, что число 
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 рациональное. 

Вопрос. Какими дробями можно обозначить рациональное число 1? 

1.2. Арифметические операции над рациональными числами 
Арифметические операции над рациональными числами и сравнение рациональных чисел по величине сводятся к соответствующим действиям над дробями. 

Пример 1. Найти сумму рациональных чисел 
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Решение. Вычислим сумму дробей 
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Рациональное число 
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 и есть сумма заданных рациональных чисел. 

Заметим, что искомую сумму можно по-разному записать в виде дроби. Однако, чаще всего стараются получить наиболее экономную запись в виде несократимой дроби. 

Пример 2. Найти произведение рациональных чисел 
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 и 
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Решение. Вычислим произведение дробей 
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Рациональное число 
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 и есть произведение заданных рациональных чисел. 

Пример 3. Выяснить, какое из рациональных чисел 
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 и 
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 является наибольшим. 

Решение. Приведем дроби 
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 и 
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 к общему знаменателю: 
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Так как знаменатели положительны и 
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, то рациональное число 
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 больше рационального числа 
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Вопрос. Как найти частное от деления рационального числа 
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 на рациональное число 
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1.3. Свойства арифметических операций
Арифметические операции над рациональными числами подчиняются основным правилам, которые соответствуют известным правилам действий над дробями. Перечислим эти правила, предполагая, что латинскими буквами обозначаются рациональные числа. 

1. Коммутативность сложения: 
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2. Ассоциативность сложения: 
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3. Существование нуля: существует такое число 0, что для каждого рационального числа 
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 выполняется равенство 
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4. Существование противоположного числа: для каждого 
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 существует такое число 
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Понятие противоположного числа позволяет определить разность 
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 рациональных чисел как число, равное числу 
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5. Коммутативность умножения: 
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6. Ассоциативность умножения: 
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7. Существование единицы: существует такое число 1, отличное от нуля, что для каждого рационального числа 
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 выполняется равенство 
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8. Существование обратного числа: для каждого ненулевого рационального числа 
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 существует такое число 
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Понятие обратного числа позволяет определить частное или отношение 
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 рационального числа 
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 к ненулевому рациональному числу 
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 как число, равное 
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9. Дистрибутивность: 
[image: image61.wmf]()

abcabac

+=+.

 

Вопрос. Какое рациональное число противоположно числу 
[image: image62.wmf]2
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, а какое обратно этому же числу? 

1.4. Сравнение рациональных чисел
Рациональные числа можно сравнивать по величине. Это означает, что для любых двух чисел 
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 из 
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 истинно только одно из трех утверждений: либо 
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; либо 
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Напомним, что неравенства 
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[image: image70.wmf]ba

<

 — это разные способы записи результата сравнения чисел 
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 и 
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, то есть неравенство 
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 равносильно неравенству 
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Правила действия с неравенствами вытекают из следующих основных свойств. 

10. Если 
[image: image75.wmf]ab

<

 и 
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 (транзитивность). 

11. Если 
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 — любое число из 
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12. Если 
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Вопрос. Какие свойства неравенств вы знаете? 

1.5. Модуль числа
Для рациональных чисел большое значение имеет сравнение с нулем. С этим сравнением связано и важное понятие модуля или абсолютной величины числа. Напомним, что модуль числа 
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 обозначается как 
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 и определяется так: 
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Перечислим основные свойства модуля для рациональных чисел. 

Свойство 1. 
[image: image88.wmf]a

||³

0
[image: image89.wmf].


Свойство 2. 
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Свойство 3. 
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Свойство 4. 
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 для любых чисел 
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 и 
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Свойство 5. 
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Свойство 6. Для любых двух чисел справедливо неравенство
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Вопрос. Как доказать, что 
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1.6. Модуль суммы двух чисел
Свойство 6 из пункта 1.5 является особо важным и часто применяется. Поэтому запишем его еще раз в другой формулировке и приведем доказательство. 

Модуль суммы двух чисел меньше либо равен сумме модулей этих чисел.

Доказательство. Пусть 
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 и 
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 — произвольные рациональные числа. Тогда 
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Следовательно, 
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Вопрос. Как доказать, что 
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1.7. Аксиома Архимеда
Рациональные числа обладают свойством, которое иногда называется аксиомой Архимеда. 

Для любого рационального числа 
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 существует целое число 
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, такое что 
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С помощью аксиомы Архимеда доказывается следующее утверждение. Пусть число 
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 удовлетворяет условию, что 
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 для всех натуральных 
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Доказательство. Пусть утверждение неверно, то есть 
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. По аксиоме Архимеда найдется целое число 
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 — натуральное. Умножив обе части неравенства 
[image: image124.wmf]1

n

a

<

 на положительное число 
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. Но это противоречит условию, сформулированному в утверждении. 

Таким образом, предположение 
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 приводит к противоречию. Поэтому 
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Вопрос. Пусть известно, что 
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. Как доказать, что 
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1.8. Неравенство Бернулли
При изучении свойств степеней с натуральными показателями иногда оказывается полезным неравенство Бернулли. 

Для любого натурального числа 
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 и любого 
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 справедливо неравенство 
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Доказательство. Проведем доказательство методом математической индукции. 

I. При 
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 неравенство запишется в виде 
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II. Предположим, что неравенство Бернулли верно для 
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Так как 
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Таким образом, сделан индуктивный переход от 
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Вопрос. Как доказать, что 
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1.9. Следствие неравенства Бернулли
В этом пункте докажем следующее утверждение. 

Пусть 
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 и известно, что для любого натурального 
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 выполняется неравенство 
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Доказательство. Обозначим 
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Отсюда 
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 при любом натуральном 
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Вопрос. Что можно сказать о числе 
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Мини-исследование.

Как известно, сумма рациональных чисел 
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, записываемых дробями 
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, определяется следующим образом: это рациональное число, которое записывается дробью 
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 является записью рационального числа, записываемого также дробью 
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1) заметить, что две дроби 
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 равны (и поэтому являются записью одного и того же рационального числа) в том и только том случае, когда 
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2) проверить, что если 
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Покажите, что определение умножения рациональных чисел также не зависит от выбора их записи в виде обыкновенной дроби.


Напомним, что сравнение рациональных чисел 
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, записываемых дробями 
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 с положительными знаменателями, определяется следующим образом: 
[image: image190.wmf]12
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 в том и только том случае, когда 
[image: image191.wmf]adbc
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. Покажите, что и это определение не зависит от выбора записи рациональных чисел в виде обыкновенной дроби с положительным знаменателем. Что произойдет, если использовать дроби с отрицательными знаменателями?
Проверь себя. Рациональные числа и их свойства
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Значение числового выражения 
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(Правильный вариант: 2)

Значение числового выражения 
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(Правильный вариант: 3)

Значение числового выражения 
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(Правильный вариант: 4)

Проверь себя. Рациональные числа и их свойства
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

В каких из следующих случаев число 
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 меньше числа 
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:
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(Правильные варианты: 1, 2, 3, 4)

Модуль числа 
[image: image229.wmf]a

 можно определить следующим образом:
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(Правильные варианты: 1, 2, 3)

Домашнее задание

1. Рассмотрим множество всех натуральных чисел. Есть ли среди них: а) наибольшее;  б) наименьшее? 

2. Есть ли среди элементов множества всех целых чисел: 

а) наибольшее;  б) наименьшее? 

3. Пусть 
[image: image238.wmf]m

 и 
[image: image239.wmf]n

 — целые числа, причем 
[image: image240.wmf]mn

<

. Рассмотрим множество 
[image: image241.wmf]A

 целых чисел из интервала 
[image: image242.wmf]()

mn

;

. Найдите: 

а) при каких значениях 
[image: image243.wmf]m

, 
[image: image244.wmf]n

 множество 
[image: image245.wmf]A

 — пусто; 

б) при каких значениях 
[image: image246.wmf]m

 и 
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 множество 
[image: image248.wmf]A

 не пусто; 

в) если 
[image: image249.wmf]A

 не пусто, найдите наибольшее и наименьшее число в множестве 
[image: image250.wmf]A

, когда 
[image: image251.wmf]A

 непусто; 

г) при каких значениях 
[image: image252.wmf]m

 и 
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 множество 
[image: image254.wmf]A

 содержит единственное целое число;  

д) при каких значениях 
[image: image255.wmf]m

 и 
[image: image256.wmf]n

 наибольший и наименьший элементы множества 
[image: image257.wmf]A

 совпадают; 

е) при каких значениях 
[image: image258.wmf]m

 и 
[image: image259.wmf]n

 наибольший и наименьший элементы множества 
[image: image260.wmf]A

 различны. 

4*. Докажите, что для любых рациональных чисел 
[image: image261.wmf]a

 и 
[image: image262.wmf]b

 
[image: image263.wmf]abab
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5*. Докажите, что для 
[image: image264.wmf]22
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 любого рационального числа 
[image: image265.wmf]a
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6*. Докажите, что 
[image: image266.wmf]abab

|×|³×

. В каких случаях 
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7**. Докажите, что 
[image: image268.wmf]2
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? В каких случаях 
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 и в каких 
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8**. Докажите, что 
[image: image271.wmf]abab
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. В каких случаях неравенство обращается в равенство? 

9**. Пусть 
[image: image272.wmf]a

 – рациональное число. Докажите, что: 
а) если для любого натурального 
[image: image273.wmf]n
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б) если 
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 для любого натурального 
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, то 
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в) если 
[image: image279.wmf]11

a

nn

-££

 для любого натурального 
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, то 
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г) если 
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 для любого натурального 
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, то 
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д) если 
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 для любого натурального 
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е) если 
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 для любого натурального 
[image: image289.wmf]n

, то 
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10**. Найдите все значения параметра 
[image: image291.wmf]t

, при которых интервал: 

а) 
[image: image292.wmf](734)
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[image: image293.wmf](854)

еt

+,

; в) 
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содержит хотя бы одно целое число. 

11*. Пусть 
[image: image296.wmf]A

 — множество всех рациональных чисел, расположенных на интервале 
[image: image297.wmf]()
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;

, где 
[image: image298.wmf]m

, 
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 — рациональные и 
[image: image300.wmf]mn
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. Установите 

а) есть ли среди этих чисел наибольшее; 

б) есть ли среди этих чисел наименьшее; 

в) что изменится, если вместо интервала 
[image: image301.wmf]()

mn

;

 рассмотреть отрезок 
[image: image302.wmf][]
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;

 или полуинтервалы 
[image: image303.wmf][)
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 и 
[image: image304.wmf](]
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12**. Докажите, что не существует такого рационального числа 
[image: image305.wmf]x

, что 
[image: image306.wmf]2
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13*. Найдите, при каких целых 
[image: image307.wmf]n

 дробь 
[image: image308.wmf]34
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 не является целым числом? 

14*. Могут ли числа 10, 11, 12 быть членами одной геометрической прогрессии? 

15. Решите уравнение:  а) 
[image: image309.wmf]xx
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; б) 
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16. Решите неравенство: а) 
[image: image313.wmf]1
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; б) 
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Словарь терминов

Рациональное число – множество всех равных между собой дробей. Каждая из этих дробей является записью рационального числа.
Разность рациональных чисел. Разностью чисел 
[image: image317.wmf]a

 и 
[image: image318.wmf]b

 называется число 
[image: image319.wmf]()
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, где 
[image: image320.wmf]()
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 – число противоположное 
[image: image321.wmf]b

.

Частное (или отношение) рациональных чисел. Частным чисел 
[image: image322.wmf]a

 и 
[image: image323.wmf]b

 называется число 
[image: image324.wmf]1
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, где 
[image: image325.wmf]1
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 – число обратное 
[image: image326.wmf]b

.
Модуль (или абсолютная величина) числа. Напомним, что модуль числа 
[image: image327.wmf]a

 обозначается как 
[image: image328.wmf]a
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 и определяется так: 
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Аксиома Архимеда: Для любого рационального числа 
[image: image330.wmf]a

 существует такое целое число 
[image: image331.wmf]k

, что 
[image: image332.wmf]ak
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. Полезно также такое следствие аксиомы Архимеда: пусть число 
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 для всех натуральных 
[image: image334.wmf]n

; тогда 
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Неравенство Бернулли: Для любого натурального числа 
[image: image336.wmf]n

 и любого 
[image: image337.wmf]1
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 справедливо неравенство 
[image: image338.wmf](1)1
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. Выполняется также такое следствие неравенства Бернулли: пусть 
[image: image339.wmf]1
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 и известно, что для любого натурального 
[image: image340.wmf]n

 выполняется неравенство 
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; тогда 
[image: image342.wmf]0

a

£

. 

_1207557762.unknown

_1234990376.unknown

_1235765355.unknown

_1235844908.unknown

_1235845606.unknown

_1235848165.unknown

_1235850843.unknown

_1235851062.unknown

_1235851111.unknown

_1235851157.unknown

_1235851040.unknown

_1235848605.unknown

_1235850639.unknown

_1235848543.unknown

_1235845670.unknown

_1235845681.unknown

_1235845645.unknown

_1235844983.unknown

_1235845153.unknown

_1235844951.unknown

_1235844460.unknown

_1235844609.unknown

_1235844636.unknown

_1235844875.unknown

_1235844608.unknown

_1235844211.unknown

_1235844429.unknown

_1235765420.unknown

_1234994444.unknown

_1235764477.unknown

_1235764945.unknown

_1235765005.unknown

_1235764839.unknown

_1235764354.unknown

_1235764408.unknown

_1235764391.unknown

_1235757003.unknown

_1235763997.unknown

_1235764120.unknown

_1235764253.unknown

_1235764282.unknown

_1235763972.unknown

_1234995059.unknown

_1235756969.unknown

_1234994459.unknown

_1234994549.unknown

_1234991046.unknown

_1234991185.unknown

_1234991822.unknown

_1234992734.unknown

_1234992886.unknown

_1234993450.unknown

_1234993466.unknown

_1234993473.unknown

_1234994278.unknown

_1234993459.unknown

_1234992960.unknown

_1234992992.unknown

_1234992779.unknown

_1234992807.unknown

_1234992868.unknown

_1234991851.unknown

_1234992310.unknown

_1234992670.unknown

_1234991837.unknown

_1234991801.unknown

_1234991810.unknown

_1234991791.unknown

_1234991573.unknown

_1234991107.unknown

_1234991164.unknown

_1234991175.unknown

_1234991155.unknown

_1234991070.unknown

_1234991080.unknown

_1234991058.unknown

_1234990906.unknown

_1234991017.unknown

_1234991032.unknown

_1234990989.unknown

_1234990470.unknown

_1234990482.unknown

_1234990385.unknown

_1207557802.unknown

_1234989937.unknown

_1234990101.unknown

_1234990253.unknown

_1234990292.unknown

_1234990330.unknown

_1234990270.unknown

_1234990229.unknown

_1234990239.unknown

_1234990115.unknown

_1234990030.unknown

_1234990070.unknown

_1234990080.unknown

_1234990045.unknown

_1234989996.unknown

_1234990017.unknown

_1234989984.unknown

_1207557815.unknown

_1207557825.unknown

_1207557829.unknown

_1234989914.unknown

_1234989925.unknown

_1207557831.unknown

_1234989729.unknown

_1207557832.unknown

_1207557830.unknown

_1207557827.unknown

_1207557828.unknown

_1207557826.unknown

_1207557819.unknown

_1207557822.unknown

_1207557823.unknown

_1207557820.unknown

_1207557817.unknown

_1207557818.unknown

_1207557816.unknown

_1207557811.unknown

_1207557813.unknown

_1207557814.unknown

_1207557812.unknown

_1207557805.unknown

_1207557806.unknown

_1207557803.unknown

_1207557779.unknown

_1207557788.unknown

_1207557795.unknown

_1207557798.unknown

_1207557799.unknown

_1207557796.unknown

_1207557792.unknown

_1207557793.unknown

_1207557790.unknown

_1207557783.unknown

_1207557785.unknown

_1207557786.unknown

_1207557784.unknown

_1207557781.unknown

_1207557782.unknown

_1207557780.unknown

_1207557771.unknown

_1207557775.unknown

_1207557777.unknown

_1207557778.unknown

_1207557776.unknown

_1207557773.unknown

_1207557774.unknown

_1207557772.unknown

_1207557767.unknown

_1207557769.unknown

_1207557770.unknown

_1207557768.unknown

_1207557765.unknown

_1207557766.unknown

_1207557763.unknown

_1207557681.unknown

_1207557724.unknown

_1207557745.unknown

_1207557754.unknown

_1207557758.unknown

_1207557760.unknown

_1207557761.unknown

_1207557759.unknown

_1207557756.unknown

_1207557757.unknown

_1207557755.unknown

_1207557749.unknown

_1207557752.unknown

_1207557753.unknown

_1207557751.unknown

_1207557747.unknown

_1207557748.unknown

_1207557746.unknown

_1207557736.unknown

_1207557737.unknown

_1207557739.unknown

_1207557742.unknown

_1207557738.unknown

_1207557728.unknown

_1207557732.unknown

_1207557734.unknown

_1207557735.unknown

_1207557733.unknown

_1207557731.unknown

_1207557729.unknown

_1207557726.unknown

_1207557727.unknown

_1207557725.unknown

_1207557701.unknown

_1207557716.unknown

_1207557720.unknown

_1207557722.unknown

_1207557723.unknown

_1207557721.unknown

_1207557717.unknown

_1207557718.unknown

_1207557711.unknown

_1207557713.unknown

_1207557714.unknown

_1207557715.unknown

_1207557712.unknown

_1207557708.unknown

_1207557709.unknown

_1207557704.unknown

_1207557690.unknown

_1207557694.unknown

_1207557698.unknown

_1207557699.unknown

_1207557696.unknown

_1207557692.unknown

_1207557693.unknown

_1207557691.unknown

_1207557686.unknown

_1207557688.unknown

_1207557689.unknown

_1207557687.unknown

_1207557684.unknown

_1207557685.unknown

_1207557682.unknown

_1207557645.unknown

_1207557662.unknown

_1207557673.unknown

_1207557677.unknown

_1207557679.unknown

_1207557680.unknown

_1207557678.unknown

_1207557675.unknown

_1207557676.unknown

_1207557674.unknown

_1207557667.unknown

_1207557671.unknown

_1207557672.unknown

_1207557668.unknown

_1207557666.unknown

_1207557663.unknown

_1207557664.unknown

_1207557653.unknown

_1207557657.unknown

_1207557659.unknown

_1207557661.unknown

_1207557658.unknown

_1207557655.unknown

_1207557656.unknown

_1207557654.unknown

_1207557649.unknown

_1207557651.unknown

_1207557652.unknown

_1207557650.unknown

_1207557647.unknown

_1207557648.unknown

_1207557646.unknown

_1207557625.unknown

_1207557635.unknown

_1207557641.unknown

_1207557643.unknown

_1207557644.unknown

_1207557642.unknown

_1207557637.unknown

_1207557638.unknown

_1207557636.unknown

_1207557630.unknown

_1207557632.unknown

_1207557633.unknown

_1207557631.unknown

_1207557627.unknown

_1207557628.unknown

_1207557629.unknown

_1207557626.unknown

_1207557612.unknown

_1207557620.unknown

_1207557623.unknown

_1207557624.unknown

_1207557622.unknown

_1207557618.unknown

_1207557619.unknown

_1207557617.unknown

_1207557592.unknown

_1207557598.unknown

_1207557605.unknown

_1207557593.unknown

_1202535699.unknown

_1207557591.unknown

_1202535662.unknown

