(Класс 10, модуль III, урок 4)

Урок 4. Свойства действительных чисел
План урока
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 4.1. Десятичные приближения по недостатку и с избытком неотрицательного действительного числа
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 4.2. Десятичные приближения по недостатку и с избытком отрицательного действительного числа 

[image: image3.wmf]·

 4.3. Свойство десятичных приближений
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 4.4. Сравнение действительных чисел по их изображению на числовой прямой
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 4.5. Сравнение действительных чисел по их десятичным приближениям
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 4.6. Основные свойства операций сложения и умножения действительных чисел
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 4.7. Точность десятичного приближения
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 4.8. Приближенные значения сумм, разностей, произведений и частных действительных чисел
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: определить понятие десятичного приближения действительного числа с заданной точностью и показать, как находить десятичные приближения для суммы, произведения и частного двух действительных чисел со сколь угодно высокой точностью.
. 
4.1. Десятичные приближения по недостатку и с избытком неотрицательного действительного числа
Возьмем положительное действительное число 
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Целое число 
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 называют целым приближением числа 
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 по недостатку, а целое число 
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 — целым приближением числа 
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 с избытком. Эти значения являются приближенными значениями числа 
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 с точностью до 1. 

Число 
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 называют десятичным приближением числа 
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 по недостатку с точностью до одного знака после запятой, число 
[image: image19.wmf] 

11

1

10

xMa

¢

=,+

 — десятичным приближением числа 
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 по избытку с точностью до одного знака после запятой. 

Аналогично определяются десятичные приближения числа 
[image: image21.wmf]x

 и с другим числом знаков после запятой. 

Конечная десятичная дробь 
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 называется десятичным приближением числа 
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 по недостатку с точностью до 
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 знаков после запятой, а конечная десятичная дробь 
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 называется десятичным приближением числа 
[image: image26.wmf]x

 с избытком с точностью до 
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 знаков после запятой. 

Вопрос. Каковы десятичные приближения числа 
[image: image28.wmf]5

 с точностью до двух знаков после запятой? 

4.2. Десятичные приближения по недостатку и с избытком отрицательного действительного числа
Для отрицательного действительного числа 
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 десятичные приближения определяются следующим образом. 

Целое число 
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 называется целым приближением числа 
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 по недостатку, а целое число 
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 – приближением числа 
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 с избытком с точностью до 1. Конечная десятичная дробь 
[image: image34.wmf]112
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 называется десятичным приближением числа 
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 по недостатку, а конечная десятичная дробь 
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 десятичным приближением числа 
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 по избытку с точностью до 
[image: image38.wmf]n

 знаков после запятой. 

Вопрос. Каковы десятичные приближения числа 
[image: image39.wmf]15
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 с точностью до двух знаков после запятой? 

4.3. Свойство десятичных приближений
Десятичные приближения любого действительного числа обладают следующим свойством. 

Для каждого действительного числа 
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 при любом натуральном 
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 выполняются неравенства 
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Доказательство. Проведем доказательство для отрицательного числа 
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Сначала заметим, что при любом натуральном 
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 для следующих конечных десятичных дробей справедливы соотношения 
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Отсюда 
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то есть 
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. Затем заметим, что 
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Поэтому
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то есть 
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Вопрос. Как доказать указанное свойство для положительных чисел 
[image: image54.wmf]x

? 

4.4. Сравнение действительных чисел по их изображению на числовой прямой
Действительные числа сравнивают по величине. Для этого определяют понятия "больше", "меньше", то есть определяют отношение порядка. 

На числовой прямой с положительным направлением вправо сравнение действительных чисел определяется следующим образом. 

Пусть числа 
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 и 
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 изображаются соответственно точками 
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 и 
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 числовой прямой с положительным направлением вправо. Тогда 
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, если точка 
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 лежит левее точки 
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, если точки 
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 и 
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 совпадают; 
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, если точка 
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 лежит правее точки 
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Это определение позволяет сравнить любые два действительных числа по их изображениям на числовой прямой. Заметим, что если 
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, то тогда 
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Остальные виды неравенств между действительными числами определяются следующим образом: 
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, если либо 
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Вопрос. Как проиллюстрировать на числовой прямой, что если 
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4.5. Сравнение действительных чисел по их десятичным приближениям
Сравнение действительных чисел по величине можно определить, используя их десятичные приближения. 

Действительное число 
[image: image79.wmf]x

 меньше действительного числа 
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, если найдется такое 
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, что десятичное приближение 
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 числа 
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 по избытку изображается точкой лежащей левее точки, изображающей десятичное приближение 
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 числа 
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 по недостатку, то есть 
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Легко понять, что тогда для любого натурального числа 
[image: image87.wmf]mn
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 также выполняется неравенство 
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Имея ввиду сравнение действительных чисел по их изображению на числовой прямой, можно сказать, что между точками, изображающими числа 
[image: image89.wmf]x

 и 
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 можно поместить отрезок с концами в точках, изображающих конечные десятичные дроби.
Вопрос. Какое из чисел больше: 
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[image: image92.wmf]05

,

? 

Укажем правило сравнения положительных действительных чисел по их десятичной записи. Покажем,как это делается для положительных действительных чисел. Рассмотрим 
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I шаг. Сравним целые части чисел 
[image: image95.wmf]x

 и 
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. Если 
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II шаг. Сравним цифры 
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III шаг. Как и на предыдущем этапе сравним цифры 
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, и в зависимости от результата либо закончим сравнение, либо перейдем к рассмотрению следующих знаков 
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Таким образом, либо все десятичные цифры чисел 
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 и 
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 совпадают, и тогда 
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Вопрос. Как доказать, что 
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 — десятичное приближение числа 
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 по недостатку, 
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 — десятичное приближение числа 
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 с избытком?
4.6. Основные свойства операций сложения и умножения действительных чисел
Операции сложения и умножения действительных чисел определить не просто. Тем не менее это можно сделать таким образом, что сохраняются все основные свойства операций сложения и умножения, записанные для множества Q рациональных чисел. Мы не будем подробно показывать, как определяются арифметические операции над действительными числами, а основные свойства операций примем без доказательства. 

Познакомимся с одним из способов строгого определения суммы действительных чисел. Пусть 
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 и 
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 — два действительных числа, 
[image: image125.wmf]{,0,1,2,3,...}

n

xn

=

, 
[image: image126.wmf]{,0,1,2,3,...}

n

xn

¢

=

 – множества десятичных приближений числа 
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 по недостатку и с избытком соответственно; 
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 – множества десятичных приближений числа 
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 по недостатку и с избытком соответственно. Число 
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 – единственное, заключенное между множествами 
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 – единственное, заключенное между множествами 
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. Но тогда между множествами 
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 может быть заключено только единственное число. Это число, по определению, называется суммой чисел 
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 и 
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 и обозначается 
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Вопрос. Как по аналогии можно определить произведение положительных действительных чисел? 

Пусть 
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 — множество действительных чисел, и буквами 
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 обозначаются числа из 
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. Тогда 

операции сложения, умножения и отношение порядка удовлетворяют 

следующим свойствам. 

1. 
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3. Существует такое число 0, что 
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4. Для каждого 
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5. 
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7. Существует такое число 1, отличное от 0, что 
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8.  Для каждого ненулевого 
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 существует число 
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10. Если 
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11. Если 
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 — любое число из 
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12. Если 
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Точно так же, как это делается для множества 
[image: image173.wmf]Q

 рациональных чисел, приведенные свойства позволяют определить операции вычитания, деления действительных чисел и установить для них  новые свойства. 

Вопрос. Как определить модуль действительного числа? 

4.7. Точность десятичного приближения
Рассмотрим действительное число 
[image: image174.wmf]x

 и последовательности 
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 его десятичных приближений по недостатку и избытку. Тогда для каждого натурального n выполняются неравенства 
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Отсюда следует, что 
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или 
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Таким образом, десятичные приближения 
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 действительного числа 
[image: image184.wmf]x

 являются приближенными значениями этого числа 
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 с точностью до 
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Вопрос. Каковы десятичные приближения числа 
[image: image187.wmf]3

 с точностью до 
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4.8. Приближенные значения сумм, разностей, произведений и частных действительных чисел
Десятичные приближения действительных чисел позволяют находить приближенные значения сумм, разностей, произведений и частных со сколь угодно высокой точностью. 

Пример 1. Пусть 
[image: image189.wmf]231452

x…

=,

 и 
[image: image190.wmf]161326

y…

=,

. Эта означает, что 
[image: image191.wmf]231452231453

x

,£<,

 и 
[image: image192.wmf]161326161326

y

,£<,

. Отсюда следует, что 
[image: image193.wmf]392778392780

xy

,£+<,

. Следовательно, 
[image: image194.wmf]392779

xy

+»,

. Абсолютная погрешность такого приближения не больше 
[image: image195.wmf]5

210

-

×

. 
Пример 2. Пусть 
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 с абсолютной погрешностью не более 
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Пример 3. Пусть 
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 с абсолютной погрешностью не более 
[image: image209.wmf]1

100

. 

Вопрос. Как получить приближенное значение произведения действительных чисел 
[image: image210.wmf]138412793

x…

=,

 и 
[image: image211.wmf]620819525

y…

=-,

 с точностью до 
[image: image212.wmf]1

100

? 

Мини-исследование.

Легко понять, что если для положительных действительных чисел 
[image: image213.wmf]1

n

xMa…a…
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 и 
[image: image214.wmf]1

n

yK……
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=,

. при некотором натуральном 
[image: image215.wmf]n

 выполняется соотношение 
[image: image216.wmf]nn

xy

¢

<

, то либо 
[image: image217.wmf]MK

<

, либо при совпадении начальных отрезков десятичных записей чисел 
[image: image218.wmf]x

 и 
[image: image219.wmf]y

самое позднее на 
[image: image220.wmf]n

-м месте после запятой цифра десятичной записи числа 
[image: image221.wmf]x

 меньше соответствующей цифры десятичной записи числа 
[image: image222.wmf]y

. Таким образом, сравнение положительных действительных чисел с помощью десятичных записей даст тот же результат, что и сравнение с помощью десятичных приближений.

Докажите обратное, то есть, предположив, что десятичные записи положительных действительных чисел 
[image: image223.wmf]x

 и 
[image: image224.wmf]y

 совпадают до 
[image: image225.wmf](1)
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-го места после запятой, а для цифр, стоящих на 
[image: image226.wmf]k

-м месте выполнено неравенство 
[image: image227.wmf]kk
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<

, докажите, что некоторого 
[image: image228.wmf]nk

³

 выполняется соотношение 
[image: image229.wmf]nn
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<

. Для этого придется рассмотреть два случая. Первый: 
[image: image230.wmf]8

k
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. Второй случай:

[image: image231.wmf]121
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. 
Таким образом, сравнение положительных действительных чисел с помощью десятичных приближений даст тот же результат, что и сравнение с помощью десятичных записей. Два указанных способа сравнения действительных чисел эквивалентны.
Проверь себя. Свойства действительных чисел

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Десятичное приближение числа 
[image: image232.wmf]523

+

по недостатку с точностью до двух знаков после запятой равно

[image: image233.wmf]·

1. 
[image: image234.wmf]2,89

; 
[image: image235.wmf]·

2. 
[image: image236.wmf]2,90

;
[image: image237.wmf]·

3. 
[image: image238.wmf]2,91

; 
[image: image239.wmf]·

4. 
[image: image240.wmf]2,92

.
(Правильный вариант: 2)
Десятичное приближение числа 
[image: image241.wmf]32

32

+

-

по недостатку с точностью до одного знака после запятой равно

[image: image242.wmf]·

1. 
[image: image243.wmf]9,7

; 
[image: image244.wmf]·

2. 
[image: image245.wmf]9,8

;
[image: image246.wmf]·

3. 
[image: image247.wmf]9,9

; 
[image: image248.wmf]·

4. 
[image: image249.wmf]10,0

.
(Правильный вариант: 2)
Проверь себя. Свойства действительных чисел
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Какие из указанных чисел меньше 
[image: image250.wmf]1

2

:
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1. 
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2

; 
[image: image253.wmf]·

2. 
[image: image254.wmf]3
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;
[image: image255.wmf]·

3. 
[image: image256.wmf]5
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; 
[image: image257.wmf]·

4. 
[image: image258.wmf]11

16

?
(Правильные варианты: 1, 3, 4)
Какие из указанных чисел больше 
[image: image259.wmf]1

2

:
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1. 
[image: image261.wmf]410
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; 
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2. 
[image: image263.wmf]52
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;
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3. 
[image: image265.wmf]37
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; 
[image: image266.wmf]·

4. 
[image: image267.wmf]62
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(Правильный вариант: 1)
Какие из указанных чисел больше 
[image: image268.wmf]0,001

:
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1. 
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; 
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2. 
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;
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3. 
[image: image274.wmf]1
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; 
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4. 
[image: image276.wmf]1

33

?
(Правильные варианты: 1, 2)
Какие из указанных чисел меньше 
[image: image277.wmf]0,02

:
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1. 
[image: image279.wmf]0,2

; 
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2. 
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;
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3. 
[image: image283.wmf]0,002

; 
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4. 
[image: image285.wmf]0,0002

?
(Правильный вариант: 4)
Какие из указанных чисел больше 10:

[image: image286.wmf]·

1. 
[image: image287.wmf]1
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; 
[image: image288.wmf]·

2. 
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;
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3. 
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; 
[image: image292.wmf]·

4. 
[image: image293.wmf]1

507
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?
(Правильные варианты: 1, 3, 4)
Домашнее задание

1. Запишите рациональное число 
[image: image294.wmf]1

6

 в виде бесконечной десятичной дроби и напишите его приближения с избытком и по недостатку с точностью до 
[image: image295.wmf]n

 знаков после запятой для 
[image: image296.wmf]1234

n

=,,,

. 

2. Запишите рациональное число 
[image: image297.wmf]1

7

 в виде бесконечной десятичной дроби и напишите его приближения с избытком и по недостатку с точностью до 
[image: image298.wmf]n

 знаков после запятой для 
[image: image299.wmf]1234

n

=,,,.

 

3. Найдите приближение с точностью до 
[image: image300.wmf]01

,

 для следующего иррационального числа: 

а)  
[image: image301.wmf]6

;  б) 
[image: image302.wmf]5

;  в) 
[image: image303.wmf]7

; г) 
[image: image304.wmf]415

+

;  д) 
[image: image305.wmf]245

;  е) 
[image: image306.wmf]3

5

. 

4. Приведите примеры рациональных и иррациональных чисел, лежащих между числами 
[image: image307.wmf]06201

,

 и 
[image: image308.wmf]061

,

.  

5. Существуют ли два действительных числа, между которыми находится ровно 100 различных рациональных чисел, а больше находиться не может?

6*. Пусть 
[image: image309.wmf]264

x…
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, 
[image: image310.wmf]532
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. В каких пределах расположены числа 
[image: image311.wmf]xy
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, 
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, 
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7*. Пусть 
[image: image314.wmf]232

x…
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, 
[image: image315.wmf]414
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. В каких границах расположены числа 
[image: image316.wmf]xy
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, 
[image: image317.wmf]xy
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, 
[image: image318.wmf]x
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8. Пусть 
[image: image319.wmf]2684

x…
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, 
[image: image320.wmf]4461
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. Чему равны значения 
[image: image321.wmf]xy
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, 
[image: image322.wmf]xy

×

, 
[image: image323.wmf]x
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 с точностью до одного знака после запятой?  

9. Запишите в виде отношения двух целых чисел следующее число: 

а) 
[image: image324.wmf]02(5)

012(7)

,

,

;  б) 
[image: image325.wmf]03(8)05(45)

,×,

;  в) 
[image: image326.wmf]02(27)

0(63)

,

,

. 

Словарь терминов

Десятичное приближение по недостатку. Пусть 
[image: image327.wmf]x

 – положительное действительное число, 
[image: image328.wmf]12

...

n

xMaa…a

=,,

. Конечная десятичная дробь 
[image: image329.wmf]12

nn

xMaa…a

=,,

 называется десятичным приближением числа 
[image: image330.wmf]x

 по недостатку с точностью до 
[image: image331.wmf]n

 знаков после запятой. Десятичное приближение 
[image: image332.wmf]n

x

 действительного числа 
[image: image333.wmf]x

 является приближенным значением числа 
[image: image334.wmf]x

 с точностью до 
[image: image335.wmf]1

10

n

. Число 
[image: image336.wmf]0

xM

=

 называют целым приближением числа 
[image: image337.wmf]x

 по недостатку, оно является приближенным значением числа 
[image: image338.wmf]x

 с точностью до 1.
Если 
[image: image339.wmf]123

xMaaa…

=-,

 – отрицательное действительное число, то целое число 
[image: image340.wmf]0

1

xM

=--

 называется целым приближением числа 
[image: image341.wmf]x

 по недостатку. Конечная десятичная дробь 
[image: image342.wmf]112

1

10

nn

n

xMaa…a

=-,-

 называется десятичным приближением числа 
[image: image343.wmf]x

 по недостатку с точностью до 
[image: image344.wmf]n

 знаков после запятой. 

Десятичное приближение с избытком. Пусть 
[image: image345.wmf]x

 – положительное действительное число, 
[image: image346.wmf]12

...

n

xMaa…a

=,,

. Конечная десятичная дробь 
[image: image347.wmf] 

12

1

10

nn

n

xMaa…a

¢
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 называется десятичным приближением числа 
[image: image348.wmf]x

 с избытком с точностью до 
[image: image349.wmf]n

 знаков после запятой. Десятичное приближение 
[image: image350.wmf] 

n

x

¢

 действительного числа 
[image: image351.wmf]x

 является приближенным значением числа 
[image: image352.wmf]x

 с точностью до 
[image: image353.wmf]1

10

n

. Число 
[image: image354.wmf] 

0

1

xM

¢
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 называют целым приближением числа 
[image: image355.wmf]x

 с избытком, оно является приближенным значением числа 
[image: image356.wmf]x

 с точностью до 1.

Если 
[image: image357.wmf]123

xMaaa…

=-,

 – отрицательное действительное число, то целое число 
[image: image358.wmf] 

0

xM

¢

=-

 называется приближением числа 
[image: image359.wmf]x

 с избытком с точностью до 1. Конечная десятичная дробь 
[image: image360.wmf] 

12

nn

xMaa…a

¢
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 называется десятичным приближением числа 
[image: image361.wmf]x

 по избытку с точностью до 
[image: image362.wmf]n

 знаков после запятой. 

Сравнение действительных чисел по их изображениям на числовой прямой. Пусть числа 
[image: image363.wmf]x

 и 
[image: image364.wmf]y

 изображаются соответственно точками 
[image: image365.wmf]A

 и 
[image: image366.wmf]B

 числовой прямой с положительным направлением вправо. Тогда 
[image: image367.wmf]xy

<

, если точка 
[image: image368.wmf]A

 лежит левее точки 
[image: image369.wmf]B

; 
[image: image370.wmf]xy

=

, если точки 
[image: image371.wmf]A

 и 
[image: image372.wmf]B

 совпадают; 
[image: image373.wmf]xy

>

, если точка 
[image: image374.wmf]A

 лежит правее точки 
[image: image375.wmf]B

. 
Сравнение действительных чисел по их десятичным приближениям. Действительное число 
[image: image376.wmf]x

 меньше действительного числа 
[image: image377.wmf]y

, если найдется такое 
[image: image378.wmf]n

, что десятичное приближение 
[image: image379.wmf]n

x

¢

 числа 
[image: image380.wmf]x

 по избытку изображается точкой лежащей левее точки, изображающей десятичное приближение 
[image: image381.wmf]n

y

 числа 
[image: image382.wmf]y

 по недостатку, то есть 


[image: image383.wmf]nn

xy

¢

<

.
Сравнение действительных чисел по их десятичным записям. Пусть 
[image: image384.wmf]1

n

xMa…a…

=,

 и 
[image: image385.wmf]1

n

yK……

bb

=,

. – положительные действительные числа. Если 
[image: image386.wmf]MK

<

, то 
[image: image387.wmf]xy

<

; если 
[image: image388.wmf]MK

=

, и для некоторого 
[image: image389.wmf]n

 равны десятичные приближения по недостатку 
[image: image390.wmf]11

xy

=

, 
[image: image391.wmf]22

xy

=

, 
[image: image392.wmf]33

xy
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, … 
[image: image393.wmf]11
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, но 
[image: image394.wmf]nn

xy
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, то 
[image: image395.wmf]xy

<

. Другими словами, если совпадают начала десятичных записей чисел 
[image: image396.wmf]x

 и 
[image: image397.wmf]y

, а на следующем месте цифра десятичной записи числа 
[image: image398.wmf]x

 меньше соответствующей цифры десятичной записи числа 
[image: image399.wmf]y

, то 
[image: image400.wmf]xy

<

. Аналогично определяется сравнение отрицательных действительных чисел. Кроме того, следует добавить, что любое отрицательное число меньше 0 и любого положительного числа, 0 меньше любого положительного числа.
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