Модуль 4. Параллельность прямых и плоскостей

В этом модуле будут рассмотрены параллельность прямых, параллельность прямой и плоскости, параллельность плоскостей. Вы познакомитесь с многогранниками, которые называются призмами, и узнаете некоторые новые свойства параллелепипеда. В последнем параграфе будут сформулированы и доказаны основные свойства параллельного проектирования на плоскость.

Урок 1. Взаимное расположение прямых в пространстве

План урока

· Пересекающиеся прямые. Нахождение точек пересечения прямых

· Параллельные прямые. Признак параллельности прямых

· Скрещивающиеся прямые Признаки скрещивающихся прямых

· Проверь себя. Взаимное расположение прямых

· Домашнее задание

Цели урока:

Этот урок посвящен изучению взаимного расположения прямых в пространстве. Возможностей для такого расположения в пространстве больше, чем на плоскости. В отличие от плоскости, в пространстве появляются непересекающиеся прямые, которые не являются параллельными.

Во втором уроке второго модуля вы познакомились с системой аксиом стереометрии Гильберта. Повторите эти материалы перед знакомством с данным уроком.

Пересекающиеся прямые

Пусть две прямые a и b имеют общую точку,  то есть пересекаются. Тогда, по следствию из аксиомы 4, существует единственная плоскость, содержащая пересекающиеся прямые a и b. Таким образом, две пересекающиеся прямые в пространстве всегда лежат в одной плоскости. Это свойство пересекающихся прямых позволяет находить их точку пересечения.

Пример 1. Рассмотрим тетраэдр  SABC. Пусть M — точка пересечения медиан грани SBC, N — точка пересечения медиан грани ABC (рис. 1). Покажем, что прямые SN и AM пересекаются.

Решение. Обозначим середину ребра BC через P и рассмотрим плоскость ASP (рис. 2). Из условия следует, что точка M лежит на отрезке SP, точка N лежит на отрезке AP. Поэтому отрезки AM и SN пересекаются в плоскости ASP.

Пример 2. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1. Пусть M — середина ребра CC1, N - середина ребра CD, а точка K — середина отрезка MN (рис. 3). Покажем, что прямые AK и B1M пересекаются. 

Решение. Рассмотрим плоскость AB1N. Эта плоскость пересекает плоскость грани ABCD по прямой AN. Поэтому сначала найдем точку X пересечения прямых AN и BC, а затем точку F пересечения прямых B1X и CC1 (рис. 4). Из равенства треугольников ADN и CNX получаем, что 
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. Отсюда следует, что точка F —середина ребра CC1, а поэтому точка F совпадает с точкой M, заданной в условии задачи.  Следовательно, точки A, K, B1, M лежат в одной плоскости, и на рисунке 4 построена точка L пересечения прямых AK и B1M.

Параллельные прямые

В пространстве существуют прямые, которые лежат в одной плоскости и не пересекаются. Например, возьмем произвольную плоскость α и рассмотрим в ней прямую a и точку M, не лежащую на прямой a (рис. 5). Проведя в плоскости α через точку M прямую b, параллельную прямой a, получим непересекающиеся прямые a и b по определению параллельности на плоскости.

В пространстве параллельность прямых определяется следующим образом.

Определение. Две различные прямые a и b в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.
Как и на плоскости, параллельность прямых в пространстве обозначается с помощью знака ║.

Для доказательства параллельности прямых в пространстве удобно использовать следующий основной признак.

Признак 1. Если каждая из двух прямых a и b параллельна прямой c, то прямые a и b параллельны.

Пример 3. Пусть SABC — тетраэдр, и точки M, N, K, L — середины ребер SA, SB, BC и AC соответственно. Докажем, что прямые MN и KL параллельны (рис. 6).

Доказательство. В плоскости грани ASB отрезок MN — средняя линия треугольника ASB. Поэтому, по свойству средней линии, прямые AB и MN параллельны. Аналогично, в плоскости грани ACB отрезок KL является средней линией треугольника ACB, поэтому прямые AB и KL также параллельны. По основному признаку параллельности прямых в пространстве получаем, что прямые MN и KN параллельны.

Вопрос. Как доказать, что четырехугольник MNKL — параллелограмм?

(Подсказка: рассмотреть вторую пару прямых NK и LM.)

Принято считать, что каждая  прямая параллельна самой себе. С учетом этого параллельность прямых в пространстве обладает следующими свойствами:

1. a║a
2. Если a║b, то b║a
3. Если a║c и b║c, то a║b.

Докажем основной признак параллельности прямых, который сформулирован выше.

Доказательство. Рассмотрим прямые a, b, c, для которых a║c и b║c. Возможны два случая.

I. Пусть прямые a, b, c лежат в одной плоскости α. Так как в этой плоскости выполняются все свойства планиметрии, то по признаку параллельности прямых имеем a║b.

II. Пусть прямые a, b, c не лежат ни в одной плоскости. Из параллельности прямых a и c и параллельности прямых b и c следует, что прямые a и c лежат в одной плоскости, которую обозначим α, и прямые b и c лежат в одной плоскости, которую обозначим β. Тогда плоскости α и β различны, так как по предположению прямые a, b, c не лежат в одной плоскости, и пересекаются по прямой c.

Выберем на прямой b точку B и проведем третью плоскость γ через прямую a и точку B (рис. 7). Покажем, что плоскость γ не совпадает ни с одной из плоскостей α и β. Действительно, если предположим, что γ совпадает с α, то получим, что плоскость α содержит прямую a, и точку B прямой b. Но a и b — параллельны и, следовательно, лежат в одной плоскости, поэтому и вся прямая b содержится в плоскости γ, прямые a и c также содержатся в плоскости γ чего не может быть, так как прямые a, b, c не лежат ни в какой плоскости. Аналогично к противоречию приводит предположение о совпадении плоскостей β и γ.

Таким образом, плоскость γ пересекает плоскость α по прямой a, а плоскость β по прямой m, проходящей через точку B (рис. 7). Теперь заметим, что общие точки прямой m и плоскости α могут лежать только на прямой a, так как прямая m лежит в плоскости γ, а плоскости α и γ пересекаются по прямой a.

Аналогично, общие точки прямой m и плоскости α могут лежать только на прямой c, так как прямая m лежит в плоскости β, пересекающей плоскость α по прямой c. Но так как прямые a и c не пересекаются, то прямая m не пересекается с плоскостью α, а значит, и с прямыми a и c.

Так как прямые c и c лежат в одной плоскости β и не пересекаются, то c║m. Поэтому прямая m совпадает с прямой b, так как в плоскости β через точку B можно провести только одну прямую, параллельную прямой c. Но тогда получаем, что прямые a и b лежат в одной плоскости γ и не пересекаются, то есть a║b. Тем самым признак доказан.

Это важно

В пространстве, так же как и на плоскости, справедливо следующее утверждение:

Теорема 1. Через заданную точку пространства параллельно данной прямой можно провести прямую, причем только одну.

Может показаться, что такое утверждение уже имеется. Более того, на плоскости это оно постулируется как аксиома Евклида. Но в пространстве это уже теорема. Докажем ее.

Доказательство. Пусть даны прямая a и не лежащая на ней точка M. Покажем вначале, что параллельная прямая существует. По следствию из аксиомы 4 существует плоскость α, проходящая через прямую a и точку M. По аксиоме Евклида в плоскости α можно провести через точку M параллельную прямую. 

Покажем единственность. Пусть это не так и существуют две различные прямые b и c, проходящие через точку M параллельно прямой a. По определению параллельности существуют плоскость α, содержащая прямые a и b, и плоскость β, содержащая прямые a и c.
Обе плоскости α и β проходят через прямую a и не лежащую на ней точку M, но, по следствию из аксиомы 4, такая плоскость единственная. Значит, плоскости α и β совпадают. Таким образом, в плоскости α через точку M параллельно прямой a проходит две различные прямые b и c, что противоречит аксиоме Евклида. Следовательно, предположение неверно и через точку M параллельно прямой a можно провести единственную прямую.

Скрещивающиеся прямые

В пространстве можно указать две прямые, которые не лежат ни в одной плоскости.

Пример 4. Рассмотрим тетраэдр ABCD (рис. 8). Докажем, что прямые AC и BD не могут лежать ни в какой плоскости.

Решение. Предположим, что некоторая плоскость α содержит прямые AC и BD. Тогда плоскость α содержит точки A, B, C, не лежащие на одной прямой, поэтому плоскость α совпадает с плоскостью ABC. Однако, по определению тетраэдра точка D прямой BD не лежит в плоскости ABC. Следовательно, плоскость α содержит не все точки прямой BD, и предположение было неверным.

Определение. Две прямые, которые не лежат ни в какой одной плоскости, называют скрещивающимися прямыми.

Вопрос. Как доказать, что скрещивающиеся прямые не пересекаются?

(Подсказка: от противного, через пересекающиеся прямые можно провести плоскость.)

При изображении пространственных фигур на плоскости возникает рисунок, на котором изображение многих прямых могут пересекаться, хотя в пространстве сами прямые и не пересекаются. Например, на рисунке 8 изображен тетраэдр SABC. В пространстве прямые AB и SC не пересекаются, но на самом рисунке изображения этих прямых пересекаются. Чтобы понять, пересекаются ли те или иные прямые на самом деле рисунка недостаточно. Приходится проводить логические рассуждения, где могут использоваться признаки скрещивающихся прямых.

Признак 2. Если две прямые содержат четыре точки, не лежащие в одной плоскости, то такие прямые — скрещивающиеся.

Доказательство. Пусть точки A и B лежат на прямой a, точки C и D лежат на прямой b и точки A, B, C, D не лежат в одной плоскости. Предположим, что существует плоскость α, которая содержит прямые a и b. Тогда плоскость α должна содержать точки A, B, C, D, что противоречит условию. Следовательно, предположение неверно, то есть прямые a и b скрещивающиеся. Признак доказан.

Признак 3. Пусть прямая a лежит в плоскости α, и прямая b пересекает плоскость α в одной точке M, не лежащей на прямой a. Тогда прямые a и b скрещивающиеся.

Доказательство. Выберем на прямой a две различные точки A и B, а на прямой b точку C, не лежащую в плоскости α (рис. 9). Так как точка M не лежит на прямой a, то существует единственная плоскость, которая содержит точки A, B и M — это плоскость α. Так как точка C не лежит в плоскости α, то получаем четыре точки A, B, M, C, не лежащие в одной плоскости. Поэтому по признаку 2 прямые AB и CM скрещивающиеся.

Пример 4. В кубе ABCDA1B1C1D1 рассмотрим прямые AB1 и BD. Изображения этих прямых на рисунке 10 пересекаются. Однако прямая AB1 не лежит в плоскости ABCD и пересекает эту плоскость в точке A, не лежащей на прямой BD. Поэтому по признаку 3 прямые AB1 и BD скрещивающиеся и пересекаться не могут.

Вопрос. Какие случаи расположения двух прямых в пространстве вы знаете?

Проверь себя. Расположение прямых в пространстве.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Сколько общих точек могут иметь две различные прямые в пространстве?

1. Ни одной.

2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше двух.

Ответы: 1; 2.

Через две прямые можно провести плоскость если они

1. пересекаются.

2. не пересекаются.

3. параллельны.

4. скрещиваются.

Ответы: 1; 3.

Сколько прямых можно провести через заданную точку параллельно заданной прямой?

1. Ни одной.

2. Одну.

3. Две

4. Больше двух.

Ответы: 2.

Сколько существует прямых, проходящих через заданную точку и не пересекающих заданную прямую?

1. Ни одной.

2. Одна.

3. Две.

4. Больше двух.

Ответы: 4.

Если две различные прямые имеют общую точку, то они

1. совпадают.

2. параллельны.

3. пересекаются.

4. скрещиваются.

Ответы: 3.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Дан тетраэдр ABCD, точка M — середина AB. Прямые CM и BD
1. пересекаются.

2. параллельны.

3. скрещиваются.

4. совпадают.

Ответ 3.

В кубе ABCDA1B1C1D1 точка M — середина ребра CC1, точка N - середина ребра CD, точка K — середина отрезка MN. Прямые AK и BM пересекаются в точке L.Чему  равно отношение отрезков AK : KL?

1. 1:2.

2. 1:3.

3. 1:4.

4. 2:3.

Ответ: 3.

В кубе ABCDA1B1C1D1 точка O — центр основания куба, точка M — лежит на BC1 и 3|BM| = |MC1|. Прямые OM и DC1 пересекаются в точке L. Чему  равно отношение отрезков C1D : DL?

1. 1:2.
2. 1:3.
3. 1:4.
4. 2:3.
5. Ответ: 2.

Домашнее задание

1. В кубе ABCDA1B1C1D1 точка O — центр основания куба, точка M — лежит на BC1 и 3|BM| = |MC1|. Доказать, что прямые OM и DC1 пересекаются.

2. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD, точка O – центр квадрата, M — середина стороны CD, N — середина прямой SM. Докажите, что прямые AN и SO не пересекаются.

3. Рассмотрим тетраэдр SABC. Пусть MN — средняя линия треугольника ABC, параллельная стороне AC, точка K – середина MN, точка L — середина MS. Докажите, что прямые SK и NL пересекаются. 

4. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точки M и N — середины сторон CC1 и CD соответственно. Докажите, что
а) прямые AN и B1M пересекаются;
б) прямые AM и B1N пересекаются;
в) прямые B1M и AC не пересекаются. 

5. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точки M и N — середины сторон AB и A1B1 соответственно. Докажите, что
а) прямые MN и AA1 параллельны;
б) прямые MN и CC1 параллельны;
в) прямые CM и C1N параллельны;
г) прямые D1N и DM параллельны.

6. Дан тетраэдр ABCD, точка M – середина AB. Докажите, что прямые CM и BD — скрещивающиеся.

7. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Докажите, что:
а) прямые AB1 и DC скрещивающиеся;
б) прямые AC1 и DD1 скрещивающиеся;
в) прямые AC1 и DC скрещивающиеся.

Словарь терминов

Параллельные прямые. Две различные прямые a и b в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются или совпадают.

Скрещивающиеся прямые. Две прямые, которые не лежат ни в какой одной плоскости, называют скрещивающимися прямыми.
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