Урок 2. Взаимное расположение прямой и плоскости

План урока

· Варианты  взаимного расположения прямой и плоскости в пространстве. Определение параллельности

· Признак параллельности прямой и плоскости

· Построение сечений, параллельных заданным прямым.

· Множество прямых, проходящих через точки одной из скрещивающихся прямых параллельно другой.

· Проверь себя. Взаимное расположение прямой и плоскости.

· Домашнее задание

Цели урока

Этот урок посвящен изучению взаимного расположения прямой и плоскости в пространстве. В уроке дается определение параллельности прямой и плоскости. Вы познакомитесь с признаком позволяющим установить параллельность. Изучив материалы прошлого урока, вы научились строить сечения по заданным точкам. В этом уроке будут разобраны приемы построения сечений параллельных  заданным прямым.

Варианты  взаимного расположения прямой и плоскости в пространстве
Рассмотрим в пространстве плоскость α и прямую a. Возможны три случая их взаимного расположения.

Первый случай. Две различные точки A и B прямой a лежат в плоскости α. Тогда по второй аксиоме стереометрии (ссылка на второй урок начала стереометрии) все точки прямой a лежат в плоскости α, и мы получаем, что прямая a — это одна из прямых плоскости (рис. 1).

Второй случай. Прямая a содержит точку A, не лежащую в плоскости α, и точку B, лежащую в плоскости α. В этом случае точка B — это единственная точка пересечения прямой и плоскостью (рис. 2).

Третий случай. Прямая a не имеет общих точек с плоскостью α (рис. 3). 

Определение. Прямая a называется параллельной плоскости α, если прямая a и плоскость α не имеют общих точек или если прямая a лежит в плоскости α.
Параллельность прямой a и плоскости α кратко записывают в виде a║α.

Это важно
То, что третий случай реализуется не так очевидно, как может показаться на первый взгляд. В принятой нами системе аксиом Гильберта не постулируется существование прямой, не имеющей общих точек с плоскостью. Следовательно, существование такой прямой надо доказывать. Это будет сделано чуть позже. Сейчас важно отметить, что проверять параллельность прямой и плоскостью по определению неудобно, поэтому при доказательстве параллельности  пользуются следующим признаком.

Признак параллельности прямой и плоскости

 Если прямая a, не лежащая в плоскости α, параллельна прямой b плоскости α, то a║α.

Доказательство. По определению через параллельные прямые a и b можно провести плоскость β (рис. 4). Тогда плоскости α и β различны и пересекаются по общей прямой b. Так как прямая a не пересекается с прямой b, то прямая a и плоскость α не пересекаются. Признак доказан.

Этот признак указывает способ построения прямой, параллельной плоскости. Рассмотрим плоскость α и точку B вне этой плоскости. Выберем на плоскости α прямую a и построим плоскость β, проходящую через прямую a и точку B (рис. 5). В плоскости β через точку B провести прямую m параллельно прямой a. По признаку параллельности m║α. Таким образом показано, что существует прямая параллельная плоскости, но не принадлежащая ей.

Свойство параллельных прямой и плоскости

Если через прямую a, параллельную плоскости α, провести плоскость, пересекающую α по прямой b, то прямые a и b параллельны.

Доказательство. Если прямая a принадлежит плоскости α, то прямая b совпадает с прямой a и утверждение очевидно. Пусть это не так и прямая a не принадлежит плоскости α. Предположим, что утверждение неверно и прямые a и b непараллельные. Но они принадлежат одной плоскости и, следовательно, пересекаются в некоторой точке M. Точка М принадлежит одновременно плоскости a и прямой a, что противоречит определению параллельности. Следовательно, предположение неверно и прямые a и b параллельны.

Вопрос Как доказать, что если прямая a параллельна плоскости α, а прямая b параллельна прямой a , то прямая b также параллельна плоскости α.

(Подсказка: По свойству параллельности в плоскости α существует прямая c параллельная прямой a. По свойству параллельности прямых (ссылка на урок 1) прямая b параллельна прямой a. По признаку параллельности прямой и плоскости b║α.)

Построение сечения параллельного заданным прямым.

Использование признака параллельности прямой и плоскости позволяет строить сечения параллельно прямым.

Пример 1. В тетраэдре SABC точка P — середина ребра AC, точка Q — середина ребра SB. Построим сечение тетраэдра плоскостью, параллельной прямой CQ и проходящей через точки B и P.

Решение. Сначала проведем через точку P прямую, параллельную CQ. Для этого построим вспомогательную плоскость ACQ (рис.6) и проведем PK║CQ. Так как P — середина AC, то K — середина AQ.

После этого проведем плоскость через точки P, B, K. В сечении тетраэдра этой плоскостью получим треугольник BPM (рис. 7). Так как плоскость сечения содержит прямую PK, параллельную прямой CQ, то BPM║CQ.

Для точного определения положения точки M на ребре SA рассмотрим рисунок 8, на котором проведем вспомогательный отрезок QX║BM. Так как SX = XM = MA, то 
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Пример 2. В основании четырехугольной пирамиды SABCD квадрат ABCD. Точки M, N, K середины ребер SA, SB и SC соответственно. Построим сечение пирамиды плоскостью, которая параллельна прямым CN, DK и проходит через точку M. (рис. 9)

Решение. Сначала рассмотрим плоскость MNCD и проведем через точку M прямую параллельно CN до пересечения с CD в точке P. Так как MN║AB, 
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 и AB║CD, то MNCD — трапеция, у которой 
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.  Поэтому точка P — это середина CD (рис. 10).

Затем в плоскости SCD проводим через точку P прямую, параллельную DK, которая пересечет ребро SC в точке Q и продолжение ребра SD в точке X (рис. 11).

После этого найдем точку R пересечения MX и AD и в плоскости ABCD проведем прямую PR, которая пересечет продолжение ребра AB в точке Y.

Наконец найдем в плоскости ASB точку T пересечения прямой YM с ребром SB, получим искомое сечение MTQPR (рис. 12).

Множество прямых проходящих через точки одной из скрещивающихся прямых параллельно другой.

Теорема. Пусть даны две скрещивающиеся прямые a и b. Через каждую точку прямой a проведена прямая, параллельная прямой b. Тогда множество F точек всех проведенных прямых образует плоскость.

Доказательство. Для доказательства выберем произвольную точку M прямой a, проведем через M прямую m параллельно b и через пересекающиеся прямые a и m проведем плоскость α. По признаку параллельности прямая b параллельна плоскости α (рис. 13). Докажем, что множество F совпадает с α.

I. Пусть 
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. Проведем через прямую b и точку A плоскость β. Тогда плоскость β пересекается с α по прямой, пересекающей прямую a и параллельной прямой b (рис. 14). Следовательно, 
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II. Пусть 
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. Тогда точка B лежит на прямой k, параллельной прямой b и пересекающей прямую a в точке S. Проведем через прямую b и точку S плоскость γ (рис. 15). По свойству параллельности плоскость γ пересекает плоскость α по прямой, параллельной b и проходящей через S. В силу единственности этой прямой является прямая k. Следовательно, 
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Вопрос Как доказать, что через прямую a параллельно прямой b можно провести единственную плоскость.

(Подсказка: От противного. Пусть их две β и γ, проведем плоскость α через прямую b и произвольную точку прямой a.  Прямые пересечения плоскостей α и β и плоскостей α и γ параллельны прямой a по свойству параллельности.)

Вопрос Пусть в пространстве даны прямая a и не лежащая на ней точка A. Через точку A проводятся всевозможные прямые, пересекающие прямую a. Какое множество образуют точки всех таких прямых?

(Подсказка: Плоскость, проходящую через прямую a и точку A, за исключением прямой, проходящей через точку A параллельно прямой a.)

Проверь себя. Расположение прямой и плоскости в пространстве.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Сколько общих точек могут иметь прямая и плоскость?

1. Ни одной.

2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше двух.

Ответы: 1; 2; 4.

Сколько различных прямых, параллельных данной плоскости, можно провести через заданную точку?

1. Ни одной.

2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше 2.

Ответ: 4.

Сколько различных плоскостей, параллельных данной прямой, можно провести через заданную точку?

1. Ни одной.

2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше 2.

Ответ: 4.

Сколько различных плоскостей, параллельных данной прямой, можно провести через заданную скрещивающуюся прямую?

5. Ни одной.

6. Ровно одну.

7. Ровно две.

8. Больше 2.

Ответ: 2.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Дан куб ABCDA1B1C1D1, точка M — середина ребра D1C1. Сечение проходит  через точку M прямую, параллельную прямой AC. В каком отношении эта прямая делит ребро A1D1?

1. 1:1.

2. 1:2.

3. 1:3.

4. 2:3.

Ответ: 1.

Дан тетраэдр ABCD. Точка Q — середина ребра DB, MN — средняя линия треугольника ABC, параллельная AC. Плоскость проходит через точки M и N, параллельно прямой CQ. В каком отношении она делит ребро BD?

1. 1:1.

2. 1:2.

3. 1:3.

4. 2:3.

Ответ: 3.

В четырехугольной пирамиде SABCD основание ABCD параллелограмм, точки M и N — середины сторон DC и BC точка L — середина стороны SC. В каком отношении плоскость сечения, проходящая через точки M и N параллельно прямой AL, делит ребро SC?

1. 1:3.

2. 1:5.

3. 1:7.
4. 1:9.
Ответ: 3.

Домашнее задание

1. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Пусть M — любая точка на ребре D1C1. Докажите, что прямая A1M параллельна плоскости ABCD.
2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Проведите через прямую AC плоскость, параллельную прямой BC1. Найдите точки, в которых эта плоскость пересекает ребра куба.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точка M — середина ребра D1C1. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через точки A, D1 и параллельной прямой A1M.

4. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точка M — середина ребра D1C1. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через точки A, C и параллельной прямой A1M.

5. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Проведите через точку D1 сечение куба, параллельное скрещивающимся прямым AB1 и BC1.

6. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точка M — середина стороны A1D1. Проведите через точку M плоскость, параллельную прямым D1B и B1C. В каком отношении эта плоскость делит: 
а) ребро D1D;
б) ребро DC;
в) ребро AB;
г) ребро A1B1?

7. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точки M и N — середины сторон A1D1 и D1C1 соответственно. Проведите через точку M плоскость, параллельную прямой B1N и BC1. В каком отношении эта плоскость делит:
а) отрезок AA1;
б) отрезок A1B1?

Словарь терминов

Параллельные прямые и плоскость. Прямая a называется параллельной плоскости α, если прямая a и плоскость α не имеют общих точек или если прямая a лежит в плоскости α.
Параллельные прямые. Две различные прямые a и b в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются или совпадают.

Скрещивающиеся прямые. Две прямые, которые не лежат ни в какой одной плоскости, называют скрещивающимися прямыми.
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