Урок 3. Взаимное расположение плоскостей

План урока

· Варианты  взаимного расположения плоскостей в пространстве. Определение параллельности.

· Признаки параллельности плоскостей.

· Теорема о существовании плоскости, проходящей через заданную точку параллельно заданной прямой.

· Свойства параллельных плоскостей.

· Построение сечений, параллельных заданной плоскости.

· Проверь себя. Взаимное расположение плоскостей.

· Домашнее задание

Цели урока

Этот урок посвящен изучению взаимного расположения плоскостей в пространстве. В уроке дается определение параллельных плоскостей. Вы познакомитесь с признаками, позволяющими установить параллельность плоскостей и свойствами параллельных плоскостей. В этом уроке будут разобраны приемы построения сечений, параллельных заданным прямым.

Варианты взаимного расположения плоскостей в пространстве.

Рассмотрим в пространстве две плоскости α и β. В зависимости от множества их общих точек возможны три варианта их расположения.

Первый случай. Плоскости α и β  имеют три общие точки, не лежащие на одной прямой. В этом случае по аксиоме 4 плоскости α и β совпадают.

Второй случай. Плоскости α и β различны и имеют общую точку. В этом случае по аксиоме 5 плоскости α и β пересекаются по прямой.

Третий случай. Плоскости α и β не имеют общих точек. В этом случае плоскости называются параллельными.

Это важно

Заметим, что существование непересекающихся плоскостей в отличие от существования параллельных прямых на плоскости не является аксиомой. Поэтому в пространстве аналог аксиомы Евклида является теоремой.

Теорема 1. Через каждую точку пространства можно провести единственную плоскость, параллельную заданной плоскости.

Доказательство этой теоремы отложим до того момента, когда станут известны признаки параллельности плоскостей и их свойства. Иногда удобно считать плоскость параллельной самой себе. С учетом этого дадим определение параллельных плоскостей.

Определение. Плоскости α и β называются параллельными, если они не имеют общих точек или совпадают.
Параллельность плоскостей α и β кратко записывают в виде α║β.

Признаки параллельности плоскостей

При доказательстве параллельности плоскостей можно применять следующие признаки.

Признак 1. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости параллельны другой плоскости, то такие плоскости параллельны.
Доказательство. Пусть плоскости α и β различны и пересекающиеся прямые a и b плоскости  β параллельны плоскости α. Тогда прямые a и b не пересекают плоскость α.

Предположим, что плоскости α и β имеют общую точку. Но тогда они пересекаются по прямой, которую обозначим через c (рис. 1). Так как прямые a и b не пересекаются с плоскостью α, то они не пересекаются и с прямой c. Но тогда в плоскости β  получим две различные прямые a и b, параллельные прямой c, что в силу свойства параллельных прямых плоскости невозможно. Полученное противоречие доказывает, что α║β.

Признак 2. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то такие плоскости параллельны.
Доказательство. Пусть плоскости α и β различны и прямые a и b плоскости β соответственно параллельны прямым m и n плоскости α (рис. 2). Тогда по признаку параллельности прямой и плоскости (ссылка на урок 2) получаем a║ α, b║ α, а поэтому α║β по признаку 1 параллельности плоскостей. Признак доказан.

Второй признак указывает способ построения плоскости, параллельной заданной плоскости. Рассмотрим плоскость α и точку B вне этой плоскости. Выберем на плоскости α пересекающиеся прямые a и b. Через точку B можно провести прямые m║a и n║b, как это показано в первом уроке (ссылка на теорему 1 первого урока). Плоскость β, проходящая через прямые m и n, параллельна плоскости α (рис. 3).

Свойства параллельных плоскостей

Свойство 1. Если плоскость γ пересекает параллельные плоскости α и β, то прямые пересечения параллельны.

Доказательство. Если α и β совпадают, то утверждение очевидно. Пусть это не так α и β различные плоскости. Обозначим прямые пересечения плоскости γ с плоскостями α и β через a и b. По определению плоскости α и β не имеют общих точек, следовательно прямые a и b также не имеют общих точек. Но они лежат в одной плоскости, значит они параллельны.

Свойство 2. Если прямая пересекает одну из параллельных плоскостей, то она пересекает и вторую.

Доказательство. Рассмотрим в пространстве параллельные плоскости α и β и прямую l, пересекающую плоскость α в одной точке. Проведем через прямую l и произвольную точку плоскости β плоскость γ. По свойству 1 плоскость γ пересекает обе плоскости α и β по параллельным прямым m и n (рис. 4). Так как в плоскости γ прямая a пересекает прямую m, то она пересекает и параллельную ей прямую n, то есть пересекает плоскость β.

Признак 3. Если каждая из двух плоскостей α и β параллельна плоскости γ, то α║β.
Доказательство. Рассмотрим прямую l пересекающую плоскость γ. По свойству два она пересекает плоскости α и β. Проведем через прямую l две различные плоскости. По свойству 1 и признаку параллельности прямых из урока 1 (ссылка на урок 1) они пересекают плоскости α, и β по пересекающимся попарно параллельным прямым (рис. 5). Поэтому α║β по признаку 2 параллельности плоскостей. Признак доказан.

Свойство 3. Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями, равны.
Доказательство. Рассмотрим две параллельные плоскости α и β и проведем две параллельные прямые a и b, пересекающие α и β. Построим плоскость γ, содержащую параллельные прямые a и b. По свойству 1 плоскость γ пересекает плоскости α и β по параллельным прямым m и n (рис. 6). Поэтому при пересечении прямых a и b с плоскостями α и β образуются такие отрезки AB и CD, что AB║CD и AC║BD. Следовательно, четырехугольник ABCD — параллелограмм. Значит, AB = CD. Так как доказанное свойство выполняется для каждой прямой b, параллельной a, то свойство доказано.

Доказательство теоремы 1.

Пусть в пространстве даны плоскость α и точка M. Возможны два случая.

I.. Точка M лежит в плоскости α. Тогда плоскость сама α будет плоскостью, проходящей через точку M параллельно α. Очевидно, что она единственная, поскольку любая другая плоскость, проходящая через точку M будет пересекаться с α и следовательно не параллельна ей по определению.

II. Точка M не лежит в плоскости α. На рисунке 3 показано, как построить плоскость параллельную плоскости α, проходящую через заданную точку M. Докажем, что эта плоскость единственная. Предположим, что это не так и через точку M можно провести две различных плоскости β и γ параллельные плоскости α (рис. 7). Выберем произвольную точку A в плоскости α и точку B в плоскости β, не лежащую на пересечении плоскостей β и γ. Проведем плоскость δ, проходящую через точки M, A и B. По свойству 1 плоскость δ пересекает плоскости  α, β и γ по трем параллельным прямым. Но тогда в плоскости δ через точку M можно провести две различные параллельные прямые. Это противоречит аксиоме Евклида для плоскости. Следовательно, наше предположение неверно и параллельная плоскость единственная. 

Докажем еще одно свойство параллельных плоскостей, которое относится к следующей конструкции. Возьмем плоскость α и отрезок AB, у которого точка A лежит в плоскости α, а точка B вне этой плоскости. Из каждой точки C плоскости α отложим отрезок CM, который равен и параллелен отрезку AB, причем точки B и M лежат в одном полупространстве с границей α  (рис. 8). Обозначим множество всех таких точек M через F. 

Свойство 4. Множество F совпадает с плоскостью β, проходящей через точку B и параллельно плоскости α.

Доказательство. Пусть 
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. Проведем через точку K прямую, параллельную AB, и отметим точку L ее пересечения с плоскостью α. Тогда по свойству 3 отрезок LK равен отрезку AB, а так как отрезок BK не пересекает плоскость α, то точки B и L лежат в одном полупространстве с границей α. Следовательно, 
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Пусть 
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 отрезок QP параллелен и равен отрезку AB, причем отрезки AQ и BP не пересекаются. Так как отрезки AB и PQ лежат в одной плоскости, то по соответствующему признаку четырехугольник ABPQ — параллелограмм. Поэтому BP║AQ, откуда следует, что точка 
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Вопрос Пусть каждая из двух пересекающихся плоскостей α и β параллельна некоторой прямой l. Доказать, что прямая пересечения плоскостей α и β параллельна прямой l.
(Подсказка: Нетривиальный случай, когда прямая l не лежит ни в одной из плоскостей α и β. Проведем плоскость γ через прямую l и произвольную точку M принадлежащую пересечению плоскостей α и β. Плоскость γ пересекает плоскости α и β по двум прямым параллельным прямой l. Но у них есть общая точка M, следовательно они совпадают.) 
Построение сечений параллельных заданной плоскости.

Использование признаков и свойств параллельных плоскостей позволяет строить сечения, параллельные плоскости.

Пример. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит параллелограмм ABCD. Точки M и K — середины ребер SB и SC. Построим сечение пирамиды плоскостью, проходящей через середину AB и параллельной плоскости AMKD.

Решение. Пусть P — середина AB. В плоскости ABCD через точку P проведем прямую параллельную AD и отметим точку Q ее пересечения с CD (рис. 9). Затем в плоскости SCD через точку Q проведем прямую параллельную DK и отметим точку R ее пересечения с SC. Плоскость α, проходящая через точки P, Q, R, параллельна плоскости AMKD, так как RQ║AD и QR║DK.
Далее, так как параллельные плоскости α и AMKD пересекаются плоскостью SBC по параллельным прямым, то в плоскости SBC через точку R проведем прямую параллельно MK и отметим точку T ее пересечения с SB (рис. 9). Искомое сечение PQRT построено.

Проверь себя. Расположение прямой и плоскости в пространстве.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Сколько общих точек могут иметь две плоскости?

1. Ни одной.

2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше двух.

Ответы: 1; 4.

Сколько плоскостей можно провести через заданную точку параллельно заданной плоскости?
1. Ни одной.
2. Ровно одну.

3. Ровно две.

4. Больше двух.

Ответ: 2.

Пусть каждая из двух плоскостей α и β параллельна некоторой прямой l. Тогда:
1. плоскости α и β параллельны.

2. прямая пересечения плоскостей α и β пересекается с прямой l.
3. прямая пересечения плоскостей α и β параллельна прямой l.
4. прямая пересечения плоскостей α и β скрещивается с прямой l.
Ответ: 3.

Две различных параллельных плоскости α и β пересекаются плоскостью γ. Прямые пересечения плоскости γ с плоскостями α и β будут:

1. пересекающимися.

2. скрещивающимися.

3. параллельными.

4. совпадающими.

Ответ: 3.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит параллелограмм ABCD. Точки M и K — середины ребер SB и SC. В каком отношении плоскость, проходящая через середину AB параллельной плоскости AMKD ребро CS пирамиды?
1. 1:1.

2. 1:2.

3. 1:3.

4. 2:3.

Ответ: 3.

Дана четырехугольная пирамида SABCD. Точки K, M, N — середины ребер SA, SB, SC. В каком отношении плоскость KMN делит ребро SD?

1. 1:1.

2. 1:2.

3. 1:3.

4. 2:3.

Ответ: 1.

В произвольной треугольной пирамиде через середину ребра построено сечение параллельное ребрам. Пересечение плоскости и пирамиды будет:

1. параллелограммом.

2. квадратом.

3. ромбом.

4. прямоугольником.

Ответ: 1.

Домашнее задание

1. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Докажите, что противоположные грани куба лежат на параллельных плоскостях.
2. Дана треугольная пирамида SABC. Точки K, M, N лежат на серединах ребер SA, SB, SC. Докажите, что плоскость, проходящая через KMN параллельна плоскости, проходящей через точки A, B, C.

3. Дана треугольная пирамида SABC. Точки K, M, N лежат на  ребрах SA, SB, SC, причем KS = 2 KA, MS = 2 MB, NS = 2 NC. Докажите, что плоскость, проходящая через точки K, M, N параллельна плоскости, проходящей через точки A, B, C.

4. Дана треугольная пирамида SABC. Точки K, M, N лежат на ребрах SA, SB, SC, причем точка K — середина SA, точка M — середина SB и 2 NS = NC.
а) Докажите, что плоскости ABC и KMN не параллельны;
б) укажите две точки на прямой, по которой пересекаются плоскости ABC и KMN;
в) докажите, что прямая, по которой плоскости KMN и ABC пересекаются, параллельна прямой AB;
г) проведите через прямую AB плоскость, параллельную KMN, и найдите, в каком отношении эта плоскость делит ребро SC;
д) проведите через точку A плоскость, параллельную плоскости KMN, и докажите, что эта плоскость будет проходить через ребро AB.
5. Дана пирамида SABC. Точки K, M, N лежат на  ребрах SA, SB и SC, причем точка K — середина SA, точка M — середина SB, NS = 2 NC.
а) Докажите, что плоскости ABC и KMN не параллельны;
б) укажите две точки на прямой, по которой плоскости ABC и KMN пересекаются;
в) докажите, что прямая, по которой плоскости ABC и KMN пересекаются, параллельна прямой AB;
г) проведите через точку C плоскость, параллельную плоскости KMN, и определите, в каком отношении эта плоскость делит ребра SA и SB.

6. Дана четырехугольная пирамида SABCD. Точки K, M, N лежат на ребрах SA, SB и SC, причем точка K — середина SA, M — середина SB, 2 NS = NC.
а) Проведите сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точки K, M, N, и определите, в каком отношении эта плоскость сечения делит ребро SD;
б) докажите, что плоскости KMN и ABCD не параллельны;
в) укажите две точки на прямой, по которой плоскости KMN и ABCD пересекаются;
г) докажите, что прямая, по которой KMN и ABCD пересекаются, параллельна прямой AB;
д) проведите через точку A сечение, параллельное плоскости KMN, и докажите, что это сечение проходит через ребро AB;
е) найдите в каком отношении сечение, построенное в пункте д) делит ребра SC и SD.

Словарь терминов

Параллельные плоскости. Плоскости α и β называются параллельными, если они не имеют общих точек или совпадают.
Параллельные прямые и плоскость. Прямая a называется параллельной плоскости α, если прямая a и плоскость α не имеют общих точек или если прямая a лежит в плоскости α.
Параллельные прямые. Две различные прямые a и b в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются или совпадают.

Скрещивающиеся прямые. Две прямые, которые не лежат ни в какой одной плоскости, называют скрещивающимися прямыми.
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