(10 класс, модуль V, урок 1)
Урок 1. Понятие последовательности. Бесконечно малые
План урока
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 1.1. Определение числовой последовательности
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 1.2. Сходимость последовательности к нулю
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 1.3. Различные переформулировки сходимости последовательности к нулю 
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 1.4. Точность приближения к нулю
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 1.5. Десятичная запись членов последовательности, сходящейся к нулю
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке дается определение последовательности и демонстрируются некоторые способы задания последовательностей. Дается и обсуждается определение сходимости последовательности к нулю.
1.1 Определение последовательности
Интуитивно представление о числовой последовательности связано с представлением о наличии бесконечного числа мест, занумерованных натуральными числами 
[image: image8.wmf]1

, 
[image: image9.wmf]2

, 
[image: image10.wmf]3

,…, 
[image: image11.wmf]n

, и т.д. на которых расставлены действительные числа, причём некоторые из них (и даже все) могут быть одинаковы. Невозможно перечислить все члены последовательности, хотя, имея в виду под 
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 член последовательности, стоящий на 
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– м месте, мы часто записываем последовательность в виде 
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Для того, чтобы задать последовательность, нужно каждому натуральному числу 
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 сопоставить действительное число. Таким образом, представляется естественным дать следующее

Определение: Бесконечной числовой последовательностью называется функция 
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, отображающая по некоторому закону множество 
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 натуральных чисел в множество 
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 действительных чисел.
Обозначая 
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, …, всю последовательность 
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 будем обычно записывать 
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 называют 
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-м членом последовательности, натуральное число 
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 – его номером. Как уже говорилось, значения 
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 при различных 
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 не обязательно различны.

Чаще всего (хотя и не обязательно!) последовательность 
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 задаётся формулой её общего члена, позволяющей по номеру 
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 сразу находить значение 
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Не следует, однако, думать, что последовательность всегда задается формулой общего члена. Например, n-й член последовательности 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, … определяется с помощью словесной формулировки: «
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 равен n-й цифре десятичной записи числа 
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», и для того, чтобы его найти, нужно вычислить n-й знак числа 
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. Аналогично определяется последовательность 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, …, n-м членом которой является n -е простое число. Изучение этой последовательности – трудная задача, составляющая важную часть целой математической науки – теории чисел.

Довольно часто последовательность задается рекуррентными (возвратными) соотношениями, указывающими способ нахождения n -го члена последовательности по уже известным предшествующим ему членам. Таким образом, для вычисления последующего члена возвращаются к предыдущим (отсюда и название). Пусть, например,
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Как известно, число, равное n -му члену этой последовательности 
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имеет особое наименование «n –факториал» и запись 
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. Другие примеры последовательностей, задающихся рекуррентными соотношениями, дают арифметическая и геометрическая прогрессии. Арифметическая прогрессия 
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 с первым членом a и разностью d задается рекуррентными соотношениями
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Геометрическая прогрессия 
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 с первым членом 
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 задается соотношениями 
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Хорошо известны формулы общего члена арифметической и геометрической прогрессий:
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Еще один стандартный пример дает последовательность чисел Фибоначчи:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … .
Здесь
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Для последовательности Фибоначчи нахождение общего члена довольно трудно. Формула, дающая выражение n -го члена этой последовательности, имеет вид: 
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Рассмотрим теперь поведение некоторых последовательностей при неограниченном возрастании 
[image: image81.wmf]n

.

1.2. Сходимость последовательности к нулю 
Пример 1. Возьмём последовательность
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общий член которой задается формулой 
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Мы видим, что точки 
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; … по мере возрастания номера располагаются все ближе и ближе к точке 0. При этом какое бы положительное число 
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 мы ни взяли, в интервал между числами 0 и 
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 попадут все точки последовательности 
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Например, если 
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Аналогично можно взять любое другое положительное число
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Точно так же можно провести рассуждение для каждого положительного числа 
[image: image114.wmf]e

.
Учитывая отмеченную особенность, говорят, что последовательность 
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,… сходиться к нулю или имеет предел, равный нулю, и пишут 
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Прочитать эту запись можно так: «предел 
[image: image119.wmf]a

–эн равен нулю при эн, стремящемся к бесконечности».

Пример 2. Возьмем теперь геометрическую прогрессию
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Точки 
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,… по мере возрастания номера также располагаются все ближе и ближе к точке 0, но уже с двух сторон: то слева, то справа. Геометрически это означает, что какое бы положительное число 
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 мы ни взяли, в интервал 
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 c номерами, большими некоторого подходящего числа 
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Например, если 
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Таким образом, для 
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 таком, что n > M, выполняются неравенства 
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Аналогично можно рассмотреть произвольное положительное число 
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И в этом случае также говорят, что последовательность
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сходиться к нулю, то есть 
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Оба примера последовательностей удовлетворяют следующему общему определению сходимости числовой последовательности к нулю.

Последовательность 
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 сходится к нулю, если для каждого положительного числа 
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 найдется такое число М, зависящее  от числа 
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Когда последовательность 
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 сходится к нулю, говорят также, что она имеет предел, равный нулю, и записывают
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Вопрос. Какое число М при 
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 можно взять для последовательности с общим членом 
[image: image163.wmf]n

n

a

10

1

=

, чтобы при любом 
[image: image164.wmf]M

n

>

 выполнялось неравенство 
[image: image165.wmf]k

a

n

1

<

?

1.3. Различные переформулировки сходимости последовательности к нулю 
Сходимость последовательности 
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 к нулю геометрически означает следующее:  для каждого положительного числа 
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 числовой прямой содержит все члены последовательности, номера которых больше некоторого числа М, зависящего от 
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Это условие для каждого 
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 записывается в виде двойного неравенства
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которое выполняется при n >М.

Это же условие можно записать в виде одного неравенства 
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выполняющегося при
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Следовательно, определение сходящейся к нулю последовательности можно записать в таком виде:

Последовательность (an) сходится к нулю, если для всякого положительного числа 
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 найдется такое число М, что для всех номеров n, таких, что n > М, выполняется неравенство 
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Приведем несколько новых примеров.

Пример 3. Пусть 
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 не удовлетворяет определению сходимости к нулю.

Пример 4. Рассмотрим последовательность 
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Начальные члены этой последовательности выглядят так:

10000; 5000; 3333
[image: image199.wmf]3

1

; 2500; 2000; 1666
[image: image200.wmf]3
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; …

и являются довольно большими числами.

Тем не менее, последовательность сходится к нулю.

Действительно, возьмем, например, число 
[image: image201.wmf]100
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 и решим неравенство 
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 будет выполняться неравенство 
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Аналогично для каждого положительного числа 
[image: image210.wmf]e

, можно найти такое число М, что 
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 при всех 
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[image: image216.wmf]n

10000

<
[image: image217.wmf]e

, откуда 
[image: image218.wmf]e

10000

>

n

. Следовательно, если взять 
[image: image219.wmf]e

10000

=

M

, то при всех 
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 будет, выполняться неравенство 
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Мы показали, что для последовательности 
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, где 
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, выполняются условия, записанные в определении сходимости к нулю.

Вопрос. Известно, что 
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Может ли миллионный член этой последовательности оказаться равным миллиону?

1.4. Точность приближения к нулю
Посмотрим еще раз на приведенные примеры последовательностей.

Последовательность с общим членом 
[image: image226.wmf]n
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 сходится к нулю. Это значит, что если нас интересуют члены последовательности, которые, например, с точностью до 0,01 приблизительно равны нулю, то такими будут все члены этой последовательности, начиная с некоторого номера. Действительно, неравенство 
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 выполняется при всех 
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. Можно рассмотреть другую точность, например, до 
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. Но и в этом случае найдется такое число М, например, 
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, что при всех 
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 члены 
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 можно считать равными нулю с выбранной точностью.

Аналогично можно рассмотреть любую другую точность приближения.

Последовательность с общим членом 
[image: image234.wmf]1

1

2

)

1

(

-

-

-

=

n

n

n

a

 также  сходится к нулю. Если нас интересуют члены этой последовательности, которые, например, с точностью до 
[image: image235.wmf]6
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 можно считать приблизительно равными нулю, то начиная с некоторого номера такими будут все члены последовательности.

Действительно, при любом натуральном k число 
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 больше 
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Поэтому если мы возьмем 
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 EMBED Equation.3  [image: image244.wmf]8
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. Следовательно, каждое такое число 
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 с точностью до 
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 можно считать равным нулю.

Аналогично можно рассмотреть всякую другую точность.

Последовательность с общим членом 
[image: image247.wmf]n
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 также сходится к нулю. Начальный член этой последовательности нельзя считать близким к нулю. Тем не менее с любой выбранной точностью, начиная с некоторого номера, все члены этой последовательности можно считать равными нулю.

Действительно, рассмотрим, например, неравенство 
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. Это неравенство выполняется при всех 
[image: image252.wmf]5

10

>

n

. Поэтому каждое число 
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 при 
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 можно считать приблизительно равным нулю с точностью до 
[image: image255.wmf]10
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.

Аналогично можно рассмотреть всякую другую точность.

Рассмотрим теперь последовательность 
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. Все члены этой последовательности можно считать приблизительно равными нулю, если нас интересует точность до 
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, до 
[image: image259.wmf]100
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. Однако, если находить члены этой последовательности с точностью до 
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, то члены последовательности 
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, и любой другой член последовательности с четным номером уже нельзя считать приближенно равными нулю с указанной точностью.

Таким образом, сходящиеся к нулю числовые последовательности выделяются свойством:

Для всякой указанной точности все члены этой последовательности, начиная с некоторого номера, можно считать равными нулю.

Вопрос. Начиная с какого номера члены последовательности 
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приближенно равны нулю с точностью до 10-4?
1.5. Десятичная запись членов последовательности, сходящейся к нулю
Запись действительных чисел в виде бесконечных десятичных дробей позволяет иначе определить понятие сходящейся к нулю последовательности.

Последовательность 
[image: image268.wmf])
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 сходится к нулю, если для каждого натурального 
[image: image269.wmf]m

 найдется такое число 
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, что при всех 
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 числа хn равны нулю с точностью до 
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 цифр после запятой.

Иными словами, последовательность 
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 сходится к нулю, если с некоторого номера 
[image: image274.wmf]0
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 целые части всех чисел хn равны нулю; с некоторого номера n1  целые части и первые цифры после запятой всех чисел хn равны нулю; с некоторого номера n2 целые части и первые две цифры после запятой всех чисел 
[image: image275.wmf]n
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 равны нулю; и так далее. Таким образом, сходящиеся к нулю числовые последовательности обладают тем свойством, что для всякой наперед указанной точности все члены последовательности с достаточно большими номерами можно с этой точностью считать равными нулю.

Вопрос. Может ли миллионный член последовательности 
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 оказаться равным миллиону, если известно, что
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1.6. Бесконечно малая последовательность

Если последовательность 
[image: image278.wmf])
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 сходится к нулю, то ее иногда называют бесконечно малой. Например, последовательность 
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 можно назвать бесконечно малой, так как в начале параграфа было доказано, что 
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Приведём ещё один пример бесконечно малой последовательности. Рассмотрим последовательность 
[image: image281.wmf])
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, заданную формулой 
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Пусть 
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 – произвольное положительное число. Двойное неравенство 
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 выполняется для тех и только тех 
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, для которых 
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, откуда 
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. Таким образом, для любого 
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 найдется такое число 
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. Следовательно, 
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 EMBED Equation.3  [image: image295.wmf]0

1

lim

=

®¥

n

n

.

Вопрос. Как доказать, что если 
[image: image296.wmf]n
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 – бесконечно малая, то 
[image: image297.wmf]|
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 – также бесконечно малая?

Мини-исследование. 
Попробуйте найти формулу n-го члена последовательности Фибоначчи, действуя по следующей схеме.
1) Если две последовательности 
[image: image298.wmf])
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 и 
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 задаются теми же рекуррентными соотношениями, что и последовательность чисел Фибоначчи:
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то и сумма этих последовательностей 
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 задается тем же рекуррентным соотношением (*).

2) Найдите геометрическую прогрессию со знаменателем q, начинающуюся с 1 и удовлетворяющую рекуррентному соотношению (*). Таких прогрессии две, знаменатель одной обозначим 
[image: image303.wmf]1
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, знаменатель одной обозначим 
[image: image304.wmf]2
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3) Получите последовательность чисел Фибоначчи как сумму двух прогрессий 
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Это интересно

Рассмотрим прямоугольник 
[image: image311.wmf]1
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 со сторонами 
[image: image312.wmf]2
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 и 1 в некоторых единицах измерения. Отрежем от него квадрат, как указано на рисунке 1. После этого останется прямоугольник со сторонами 1 и 
[image: image313.wmf]2

1

5

-

. Так как 
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, то прямоугольник 
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 подобен прямоугольнику
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.
Отрежем от прямоугольника 
[image: image317.wmf]2
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квадрат, как указано на рисунке 2. После этого останется прямоугольник 
[image: image318.wmf]3
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, подобный начальному прямоугольнику 
[image: image319.wmf]1
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. Отрежем от прямоугольника 
[image: image320.wmf]3
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 квадрат, как на рисунке 3. После этого останется прямоугольник 
[image: image321.wmf]4
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, подобный начальному прямоугольнику.
Продолжая действовать таким образом, получим последовательность точек А, В, 
[image: image322.wmf]1
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, … приближается к некоторой предельной точке М в том смысле, что расстояния 
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 становятся меньше любого наперед заданного положительногочисла, как только номер n достаточно велик.
(Приложение –рис 1, 2, 3, 4)
Леонардо Фибоначчи Пизанский (около 1170 – после 1240) – итальянский математик, выпустил в 1202 году 459-страничную Книгу абака. В этой книге, отличающейся ясностью и доказательностью, разнообразием приведенных в ней методов, с большой полнотой изложены арифметика и алгебра линейных и квадратных уравнений. В ней Леонардо не только систематизировал множество сведений из арабских источников и наследия математиков Древней Греции, но и добавил свои задачи и методы. В частности, именно там рассматривается «задача о кроликах», приведшая к появлению чисел Фибоначчи.

(Приложение – портрет, рис. 5)
Проверь себя. Понятие последовательности. Бесконечно малые
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
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(Правильный вариант: 2)
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(Правильный вариант: 3)

Задание 2. Укажите правильные варианты ответа.
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(Правильные варианты: 1, 3)

Среди следующих последовательностей выберите бесконечно малые: 
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(Правильные варианты: 1, 2, 3, 4, 6)

Домашнее задание
1.
 Для какой дроби указанная последовательность является последовательностью десятичных приближений по недостатку:
а)
0,3; 0,33; 0,333; 0,3333;...
б)
0,9; 0,99; 0,999; 0,9999;... ?
2.
Для какой дроби указанная последовательность является последовательностью десятичных приближений по избытку:
а)
0,5; 0,05; 0,005; 0,0005;...
б)
0,02; 0,012; 0,0112; 0,01112;... ?
3. Пусть 
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обозначает дробную часть числа х. Покажите, что разность 
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 равна либо 
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4.
Покажите, что последовательность 
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5.
Покажите, что последовательность 
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6. Докажите, что последовательность с общим членом

[image: image389.wmf]1000
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не является бесконечно малой.
7.
Докажите, что переменная величина 
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8. Докажите, что последовательность 1, 0, 
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9. Докажите, что последовательность: 1, 0, 
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10. Докажите, что каждая из последовательностей: 
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 сходится к нулю.
11. Докажите, что последовательность с общим членом 
[image: image420.wmf]!
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 сходится к нулю.
Словарь терминов
Бесконечная числовая последовательность Бесконечная числовая последовательность считается заданной, если каждому натуральному числу по некоторому правилу сопоставлено однозначно определенное действительное число. Действительное число, сопоставленное натуральному числу n, называется n-м членом последовательности и обозначается обычно малой латинской буквой с индексом n, например, 
[image: image421.wmf]n
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; саму последовательность тогда обозначают 
[image: image422.wmf])
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. Для обозначения бесконечно малых последовательностей часто используют малые буквы греческого алфавита.
Бесконечно малая Последовательность 
[image: image423.wmf](
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 называется бесконечно малой, если для любого положительного числа 
[image: image424.wmf]e

 найдется такое число 
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, что при всех натуральных 
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 выполняется неравенство 
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. Это определение можно сформулировать иначе: для каждого положительного числа 
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 интервал 
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 числовой прямой содержит все члены последовательности, номера которых больше некоторого числа М, зависящего от 
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. Название «бесконечно малая» применяется к последовательностям, которые сходятся к 0, т.е. предел которых равен 0 (
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