(10 класс, модуль V, урок 3)
Урок 3. Предел последовательности
План урока
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 3.1. Определение предела числовой последовательности
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 3.2. Сумма сходящихся последовательностей
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 3.3. Произведение сходящихся последовательностей 
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 3.4. Частное сходящихся последовательностей 
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 3.5. Теорема о пределе промежуточной последовательности
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:
На этом уроке формулируются и доказываются утверждения об арифметических действиях над сходящимися последовательностями, устанавливается теорема о пределе промежуточной последовательности. Эти утверждения во многих случаях позволяют находить пределы довольно сложных последовательностей, используя известные пределы некоторых стандартных последовательностей. При получении многих результатов нам помогут установленные в предыдущем уроке свойства бесконечно малых. 
3.1. Определение предела числовой последовательности
Рассмотрим последовательность с общим членом 
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 и так далее. Если изобразить их на числовой прямой, то легко заметить, что они располагаются все ближе и ближе к единице. Рассмотрим разность между членами последовательности 
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 и единицей. Последовательность с общим членом 
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имеет своим пределом нуль, так как для любого положительного числа 
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 пределом данной последовательности 
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Всякое другое число, не равное 1, уже не может быть пределом этой последовательности.

Общее определение предела последовательности следующее:

Число а называется пределом последовательности 
[image: image20.wmf])

(

n

a

, если последовательность 
[image: image21.wmf])

(

n

x

, где 
[image: image22.wmf]a

a

x

n

n

-

=

, сходится к нулю.

В том случае, когда число a является пределом последовательности 
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Если последовательность 
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 имеет предел a, то также говорят, что она сходится к числу a, и пишут: 
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Для сходящейся последовательности только одно число может быть ее пределом.

Вопрос. Какой предел имеет последовательность 
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Сходимость последовательности 
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 найдется такое число M, что для всех 
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Условие (1) можно переписать в виде
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Прибавив ко всем частям этих неравенств число a, получаем
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Таким образом, из условия (1) получено условие (3). Если в условии (3) во всех частях неравенства вычесть число a, то в результате получим условие (2), а затем и условие (1). Это означает, что условия (1) и (3) эквивалентны. 
Поэтому определение того, что число a является пределом последовательности 
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Число а называется пределом последовательности 
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 найдется такое число M, что для всех 
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Геометрически сходимость последовательности 
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 содержит все члены последовательности с номерами n, большими числа M, зависящего от 
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Рассмотрим еще несколько примеров.

Пример 1. Покажем, что последовательность с общим членом 
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Если взять произвольное положительное число 
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Пример 2. Покажем, что последовательность с общим членом 
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Получаем уже знакомую нам бесконечно малую последовательность из примера 2 урока 1. Поэтому
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Пример 3. Покажем, что последовательность с общим членом 
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Так как 
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Получаем последовательность из примера 4. Поэтому 
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Вопрос. Как доказать, что если 
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Пусть известно, что 
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Например, для последовательности 
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Отсюда следует, что с точностью до 
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Вопрос. Начиная с какого номера члены последовательности 
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3.2. Сумма сходящихся последовательностей
Рассмотрим сумму сходящихся последовательностей. Справедлива следующая теорема.

Пусть 
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Доказательство. По условию 
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[image: image98.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

n

n

n

n

n

n

d

c

b

b

a

a

b

a

b

a

+

=

-

+

-

=

+

-

+

 – бесконечно малая как сумма двух бесконечно малых. Следовательно, 
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Доказанную теорему кратко записывают в виде:
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Пример 4.
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Вопрос. Как доказать, что 
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3.3. Произведение сходящихся последовательностей
Теперь рассмотрим теорему о пределе произведения.
Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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Сокращенно доказанную теорему записывают в виде:
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Пример 5. 
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      Вопрос. Пусть 
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3.4. Частное сходящихся последовательностей
Рассмотрим, наконец, теорему о пределе частного. 

Пусть 
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Сокращенно это утверждение записывается так:
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Докажем эту теорему опираясь на свойство о делении бесконечно малой на переменную величину. Введем бесконечно малые 
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По известным свойствам бесконечно малых 
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Пример 6. 
[image: image140.wmf].
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Вопрос. Чему равен предел последовательности 
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Мини-исследование
Докажите, что если 
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3.5. Теорема о пределе промежуточной последовательности
Одна из самых важных теорем в теории пределов – теорема о пределе промежуточной последовательности.
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На предыдущем уроке был доказан частный случай этой теоремы для 
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Пример 7. Пусть 
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Следовательно, 
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, по теореме о пределе промежуточной последовательности получим, что 
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Пример 8. Рассмотрим последовательность с общим членом 
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Для выражения 
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Поэтому для членов последовательности 
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Если обозначим 
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Пример 9. Рассмотрим последовательность с общим членом 
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Запишем неравенства
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которые выполняются при любом натуральном n. Тогда по свойству арифметического корня получаем неравенства
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Если обозначим 
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Так как 
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Вопрос. Как доказать, что 
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Теорему о пределе промежуточной последовательности удается применить тогда, когда члены некоторой последовательности ограничиваются сверху и снизу членами двух последовательностей, пределы которых известны и совпадают между собой. В качестве ограничивающих последовательностей стараются выбирать достаточно просто устроенные последовательности. Перечислим некоторые из них.

I. Последовательность 
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II. Последовательность 
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III. Последовательность 
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IV. Последовательность 
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Перечисленные примеры последовательностей удобно применять при решении некоторых задач на вычисление пределов.

Вопрос. Как показать, что 
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Мини-исследование. 

Пусть члены последовательности 
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1) Докажите, что последовательность 
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 является бесконечно малой. 

2) Установите, что последовательности с общим членом 
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 являются бесконечно малыми.

Проверь себя. Предел последовательности
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
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Предел последовательности 
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Предел последовательности 
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(Правильный вариант: 4)

Предел последовательности 
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Предел последовательности 
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Предел последовательности 
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(Правильный вариант: 4)

Предел последовательности 
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(Правильный вариант: 2)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Число a является пределом последовательности 
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(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание
1.
Найдите пределы:
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2. Найдите пределы:
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3. Найдите пределы:
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4. Найдите пределы:
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Найдите 
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6. а) Найдите с точностью до 
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7.
Найдите в зависимости от числа a пределы последовательностей:
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8.
Последовательность 
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9.
Докажите, что последовательность не может иметь два различных предела.
Словарь терминов
Бесконечно малая. Последовательность 
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Предел последовательности Число a называется пределом последовательности 
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 найдется такое число 
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Сходящаяся последовательность. Последовательность 
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 называется сходящейся, если найдется такое число a, что последовательность 
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Расходящаяся последовательность. Последовательность 
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 называется расходящейся, если она не имеет предела, то есть найдется такое положительное число 
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, что для любого 
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найдется натуральное 
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, вне которого находится бесконечное число членов последовательности, то есть вне интервала найдутся члены последовательности со сколь угодно большими номерами.
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