Класс 10. Модуль 6. Перпендикулярность в пространстве.
В этом модуле будут рассмотрены важные понятия перпендикулярности прямых, перпендикулярности прямой и плоскости и перпендикулярности плоскостей. Вы узнаете, как в пространстве находить расстояние от точки до прямой, от точки до плоскости и как вычислять высоту пирамиды и призмы.

Урок 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

План урока

1. Наглядные представления о перпендикулярности прямой и плоскости

2. Перпендикулярность двух пересекающихся прямых в пространстве

3. Определение перпендикулярности прямой и плоскости

4. Перпендикуляр к плоскости - как перпендикуляр к бесконечному количеству прямых

5. Признак перпендикулярности прямой и плоскости

Наглядные представления о перпендикулярности прямой и плоскости
Используя отвес можно составить представление о вертикальном направлении в каждой точке земной поверхности. По отношению к горизонтальному участку поверхности, вертикальное положение обладает особенностями, которые в стереометрии связаны с понятием перпендикулярности.
Вопрос. На горизонтальную поверхность стола положили куб. Какие ребра куба при этом принимают вертикальное положение?
Перпендикулярность двух пересекающихся прямых в пространстве
Две пересекающиеся прямые, расположенные в пространстве, лежат в одной плоскости. Их называют перпендикулярными, если они перпендикулярны в этой плоскости.
Приведенное определение дает один из возможных способов проведения в пространстве перпендикуляра из заданной точки к данной прямой.
Пример 1. Пусть ABCDA1B1C1D1 — куб. Проведем из вершины С1 перпендикуляр к прямой BD. 

Решение. Обозначим длину ребра куба через а. Рассмотрим плоскость BC1D. В этой плоскости отрезки ВС1, C1D, BD равны 
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 как диагонали квадратов со стороной а. Поэтому треугольник BC1D равносторонний. Отсюда следует, что в пространстве перпендикуляром, проведенным из точки С1 к прямой BD, является высота С1Н треугольника BC1D, которая в данном примере совпадает и с медианой (рис. 1).
Вопрос. Как доказать, что в пространстве через точку A, не лежащую на прямой а, можно провести единственную прямую b, которая пересекает прямую а и перпендикулярна а?

Определение перпендикулярности прямой и плоскости
Посмотрев на дерево, растущее на горизонтальном участке земной поверхности, чаще всего можно заметить, что ствол дерева перпендикулярен любому направлению выходящему из основания ствола по поверхности земли. Аналогичное свойство в стереометрии принимается за определение.
Прямая а, пересекающая плоскость (, называется перпендикулярной плоскости (, если а перпендикулярна каждой прямой плоскости (, проходящей через точку пересечения прямой а и плоскости (.
Для записи перпендикулярности прямой и плоскости используют знак (.
В том случае, когда прямая а перпендикулярна плоскости (, говорят также, что плоскость ( перпендикулярна прямой а.
Отрезок в пространстве называют перпендикулярным плоскости, если он лежит на прямой, перпендикулярной этой плоскости.
Вопрос. Как доказать, что в кубе ABCDA1B1C1D1 диагональ АВ1 грани АА1В1В не перпендикулярна плоскости основания ABCD?

Перпендикуляр к плоскости - как перпендикуляр к бесконечному количеству прямых

Наличие прямой, перпендикулярной плоскости, позволяет указать много взаимно перпендикулярных пересекающихся прямых.
Пример 2. Пусть известно, что у пирамиды SABC отрезок SА перпендикулярен плоскости ABC. Выберем на ребре ВС произвольную точку М и соединим ее с вершинами А и S (рис. 2). Так как SA ( ABC, то по определению прямая SA перпендикулярна каждой прямой плоскости ABC, проходящей через точку А. Одной из таких прямых является прямая AM. Поэтому треугольник AMS прямоугольный с прямым углом при вершине А.
Вопрос. Пусть в пирамиде SABC из рассмотренного примера АВ = ВС = АС = SA = 1. Чему равна длина проведенной из вершины S медианы грани SBC?
Признак перпендикулярности прямой и плоскости
Для доказательства перпендикулярности прямой и плоскости чаще всего используется следующий основной признак.
Если прямая а перпендикулярна двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости (  и проходящим через точку пересечения прямой а и плоскости (, то а перпендикулярна (.

Доказательство. Пусть прямая а пересекает плоскость ( в точке Н и перпендикулярна различным прямым т и п плоскости а, проходящим через точку Н. Проведем в плоскости α через точку Н произвольную прямую b. Докажем, что b ( а. Для доказательства выберем на прямой b точку С, отличную от точки Н, и проведем через точку С прямую, пересекающую прямые т и п в точках А и В (рис. 3). После этого отложим на прямой а равные отрезки НМ и НК (рис. 4). В треугольнике МАК отрезок АН является и медианой, так как МН = НК, и высотой, так как по условию а ( т. Поэтому треугольник МАН равнобедренный, откуда МА = АК. Аналогично в треугольнике МВК отрезок ВН является и медианой и высотой, а поэтому MB = ВК. В результате получаем, что треугольник АВМ и АВК равны по третьему признаку равенства треугольников.
Из равенства треугольников АВМ и АВК следует равенство углов ВАМ и ВАК. Поэтому треугольники АСМ и АСК имеют равные углы при вершине А и соответственно равные стороны: АС - общая, AM = АК. Следовательно, по первому признаку равенства треугольников АСМ и АСК равны. Значит, их соответственные стороны СМ и СК также равны, то есть СМ = СК.
Рассмотрим теперь треугольник МСК. Он равнобедренный, так как СМ = СК, а отрезок СН — медиана треугольника МСК, так как МН = НК по построению. Поэтому по свойству медианы равнобедренного треугольника получаем СН ( МК, то есть b ( а.
Итак, мы выбрали произвольную проходящую через точку Н прямую b плоскости ( и показали, что а ( b. Поэтому по определению из пункта 1.3 прямая а перпендикулярна плоскости (, что и требовалось доказать.
Вопрос. Как доказать, что в кубе ABCDA1B1C1D1 ребро АА1 перпендикулярно плоскости ABCD?
Тесты. Проверь себя. 
Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Если прямая перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то

1. она перпендикулярна всем прямым, лежащим в этой плоскости

2. эти прямые всегда имеют одну общую точку

3. эти прямые лежат в одной плоскости

4. она перпендикулярна этой плоскости

Ответы: 1, 4.

Если одна прямая перпендикулярна к плоскости, а другая параллельна этой плоскости, то

1. эти прямые всегда пересекаются

2. эти прямые могут быть скрещивающимися

3. эти прямые перпендикулярны между собой

4. третья прямая, перпендикулярная одной из этих прямых, параллельна другой прямой

Ответы 2, 3.
Если две прямые пересекаются, то они 

1. могут лежать на данной плоскости

2. могут быть параллельны данной плоскости

3. могут быть перпендикулярны данной плоскости

4. могут быть перпендикулярны некоторым прямым на данной плоскости

Ответы: 1, 2, 4.

Если прямая перпендикулярна к двум прямым, лежащим в плоскости, то

1. она обязательно перпендикулярна плоскости

2. она может быть перпендикулярна плоскости

3. она может лежать на этой плоскости

4. она может быть параллельна этой плоскости

Ответы: 2, 3, 4.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Скольким различным прямым на плоскости ( должна быть перпендикулярна прямая а, чтобы можно было с уверенностью сказать, что а ( (?

1. 1

2. 2

3. Бесконечному количеству прямых.

4. Всем прямым.

Ответ: 4.

С какого количества случайно выбираемых направлений достаточно посмотреть на столб, чтобы понять, вертикально ли он стоит

1. 1

2. 2

3. 3

4. более трех

Ответ: 3.

С какого минимального количества направлений достаточно посмотреть на столб, чтобы понять, вертикально ли он стоит

1. 1

2. 2

3. 3

4. более трех

Ответ: 2.
Если две прямые перпендикулярны друг другу, то

1. эти прямые всегда пересекаются

2. эти прямые всегда являются скрещивающимися

3. эти прямые могут не лежать в одной плоскости

4. они всегда лежат в одной плоскости

Ответ: 3.

Домашнее задание

1. В треугольной пирамиде SABC ребро SA перпендикулярно плоскости ABC и SA = 2 см, АВ = 3 см, ВС = 4 см, АС = 5 см. Найти длины ребер SB и SC.
2. В четырехугольной пирамиде SABCD точка М - середина ребра АВ и отрезок SM перпендикулярен плоскости ABCD. Известно, что ABCD — квадрат со стороной 4 см, a SC = 9 см.  Найти длины ребер SA, SB и SD.

3. В треугольной пирамиде SABC в основании правильный треугольник ABC, и боковые ребра SA, SB, SC равны. Пусть М,N, К — середины ребер АВ, ВС и АС соответственно. Докажите, что:
а)
прямая АВ перпендикулярна плоскости SMC;
б)
прямая MN перпендикулярна плоскости SBK.
4. В треугольной пирамиде ABCD ребро CD перпендикулярно плоскости ABC и угол ABC прямой. Докажите, что ребро ВС перпендикулярно плоскости ACD.
5. Докажите, что в правильной шестиугольной пирамиде боковые ребра равны.
6. Точка М пространства равноудалена от всех вершин правильного треугольника ABC. Прямая l проходит через точку М, перпендикулярна плоскости ABC и пересекает плоскость ABC в точке О. Доказать, что точка О — центр треугольника ABC.
7. В треугольной пирамиде ABCD ребро CD перпендикулярно плоскости ABC и угол ABC прямой. Построить плоскость, которая:
а)
проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой АВ;
б)
проходит через середину ребра CD и перпендикулярна прямой ВС;
в)
проходит через середину ребра BD и перпендикулярна прямой AD.
8. В правильной треугольной пирамиде SABC с вершиной S построить плоскость, которая:
а)
проходит через середину ребра ВС и перпендикулярна прямой ВС;
б)
проходит через середину ребра ВС и перпендикулярна прямой АС;
в)
проходит через середину ребра AS и перпендикулярна прямой АВ;
г)
проходит через вершину С и перпендикулярна прямой SA;
д)
проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой SA.
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