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Еще один способ построения прямой, перпендикулярной плоскости

Доказанное в предыдущем пункте свойство приводит к одному из способов построения прямой, которая проходит через данную точку перпендикулярно заданной плоскости.
Пример 3.    В основании пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD, а основание высоты SH совпадает с центром квадрата ABCD. Проведем из середины ребра SC перпендикуляр к плоскости ABCD.
Решение. Рассмотрим плоскость ASC, содержащую высоту SH пирамиды и середину М ребра SC. Проведем через точку М прямую параллельно SH и обозначим точку ее пересечения с SCM через К (рис. 1). Так как MK ║ SH и SH ( ABCD, то МК ( ABCD. Точка К лежит в плоскости ABCD, поэтому искомый перпендикуляр МК построен. 

Теперь покажем, как через точку А провести прямую, перпендикулярную плоскости (, если известна некоторая прямая m, которая перпендикулярна плоскости (. Проведем через точку А и прямую m плоскость ( и найдем прямую l пересечения плоскостей ( и ( (рис. 2). После этого в плоскости ( проведем через точку А прямую а параллельно прямой m. Так как a║m и m ( (, то по свойству из пункта 2.5 получаем a ( (.
Вопрос.    Как на рис. 2 указать точку пересечения прямой а с плоскостью (?

В пункте 1.9 мы построили прямую, которая перпендикулярна данной плоскости и проходит через заданную точку этой плоскости. Используя это построение, мы сможем через произвольную точку пространства провести прямую, перпендикулярную данной плоскости.
Пример 4. Рассмотрим правильную четырехугольную пирамиду SABCD. Построим SМ ( АВ и MN ( АВ, как на рис. 3. Тогда АВ ( SMN по основному признаку перпендикулярности прямой и плоскости. Проведем в плоскости SAB произвольный отрезок PQ параллельно АВ. Тогда PQ ( SMN', как это следует из свойства, приведенного в п.2.5.
Вопрос. Как опустить из точки N перпендикуляр на плоскость SAB (рис. 3)?

Единственность перпендикуляра к плоскости

Докажем, что через данную точку можно провести единственную прямую, перпендикулярную заданной плоскости.
Доказательство. Предположим, что через точку А проходят две различные прямые а и b, перпендикулярные плоскости (. Проведем через прямые а и b вспомогательную плоскость (, которая пересекает плоскость ( по прямой т (рис. 4). Так как а ( (, то а ( m. Аналогично, так как b ( (, то b ( m. В результате в плоскости ( получаем две различные пересекающиеся прямые а и b, перпендикулярные одной прямой т. Это противоречит единственности перпендикуляра, который можно провести через точку А к прямой т в плоскости (.
Таким образом, предположение о существовании двух различных прямых, перпендикулярных к плоскости ( и проходящих через точку А, приводит к противоречию. Следовательно, такая прямая единственна.
Вопрос. Пусть в пирамиде SABC ребро AS перпендикулярно грани SBC. Как из середины ребра АВ опустить перпендикуляр к плоскости SBC?

Свойство 5

В пункте 2.5 мы доказали, что если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна плоскости, то и вторая прямая перпендикулярна плоскости. Верно также утверждение, обратное этому.
Две различные прямые, перпендикулярные одной плоскости, параллельны.
Доказательство. Обозначим прямые через а и b, а плоскость — через (. Тогда по условию a ( ( и b ( (. Пусть прямая b пересекает плоскость ( в точке В. Проведем через точку В прямую с параллельно прямой а. Тогда c ( а по свойству из пункта 2.5. В силу единственности прямой, которая проходит через точку В и перпендикулярна плоскости (, прямая с совпадает с прямой b. Так как а║с, то и  а║b.
Вопрос. Как доказать, что в пространстве не существует четырех попарно пересекающихся и взаимно перпендикулярных прямых?
Понятие расстояния между параллельными плоскостями

Рассмотрим две параллельные плоскости ( и (. Выберем две произвольные точки А и В плоскости ( и опустим из них перпендикуляры АН и ВК к плоскости ( (рис.5). Тогда АН ║ ВК по свойству из предыдущего пункта. Поэтому отрезки АН и ВК равны как отрезки параллельных прямых между двумя параллельными плоскостями. Отсюда следует, что расстояние от каждой точки плоскости ( до плоскости ( одно и то же и не зависит от выбора точки.  Это позволяет определить расстояние между двумя параллельными плоскостями следующим образом.
Расстоянием между двумя параллельными плоскостями называется длина отрезка общего перпендикуляра, заключенного между этими плоскостями.
Вопрос. Чему равно расстояние между параллельными гранями куба?
Рассмотрим произвольную призму. Например, пусть ABCDEA1B1C1D1E1 — пятиугольная призма с основаниями ABCDE и A1B1C1D1E1 (рис. 6). Возьмем в плоскости основания A1B1C1D1E1 некоторую точку М и построим перпендикуляр МК к плоскости ABCDE. Каждый такой отрезок МК называют высотой данной призмы. Из предыдущего пункта следует, что длина высоты призмы не зависит от выбора точки М.
Иногда для краткости длину высоты призмы также называют ее высотой.
Среди призм особо выделяют такие призмы, у которых боковые ребра перпендикулярны основаниям.

Призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикулярны основаниям.
У прямой призмы в качестве высоты удобно выбирать одно из боковых ребер.

Среди прямых призм особо выделяют правильные призмы.
Правильной называется прямая призма, основаниями которой являются правильные многоугольники.
На рис. 7 изображена правильная шестиугольная призма.
Вопрос.    Какие свойства правильной треугольной призмы вы знаете?

Тесты. Проверь себя. Выбери правильный ответ

Если три прямые перпендикулярны к данной плоскости и пересекают данную прямую, то

1. данная прямая всегда параллельна данной плоскости

2. все прямые лежат в одной плоскости

3. параллельные прямые перпендикулярны данной прямой

4. данная прямая всегда пересекает данную плоскость

Ответ: 2.

Если прямая перпендикулярна двум плоскостям, то перпендикулярная ей прямая 

1. всегда пересекает эти плоскости

2. параллельна этим плоскостям или лежит в одной из них

3. перпендикулярна этим плоскостям

4. всегда лежит в одной из этих плоскостей

Ответы: 2.

При каком соотношении между длинами ребер основания и длинами боковых ребер правильной треугольной призмы существует точка, одинаково удаленная от всех граней призмы?
1. 
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Ответ: 3.
Сколько различных высот можно провести в четырехугольной призме?

1. 1

2. 2

3. 4

4. более 4

Ответ: 4

Тест. Выбрать правильные ответы. Правильных ответов может быть несколько.

В правильной четырехугольной призме обязательно

1. все боковые ребра равны между собой

2. все боковые грани равны между собой

3. все боковые грани представляют собой прямоугольники

4. все ребра равны между собой

Ответ: 1, 2, 3.

В правильной четырехугольной призме может быть

1. в основании ромб с углом 60(
2. все боковые грани равны между собой

3. все боковые грани представляют собой квадраты

4. все ребра равны между собой

Ответ: 2, 3, 4.

В основании правильной призмы может лежать

1. квадрат

2. ромб с углом 45(
3. симметричная пятиконечная звезда

4. правильный треугольник

Ответы: 1, 4.

Расстояние между параллельными плоскостями равно

1. расстоянию между произвольными точками, лежащими на этих плоскостях

2. длине общего перпендикуляра к этим плоскостям

3. расстоянию между произвольными параллельными прямыми, принадлежащими этим плоскостям

4. минимальному расстоянию между точками, лежащими на этих плоскостях

Ответы: 2, 4.

Домашнее задание

1. В основании правильной четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD, все ребра пирамиды равны 1. Найти расстояние от вершины А до плоскости грани SCD.
2. В правильной треугольной призме ABCА1В1С1 диагональ АС1 боковой грани АА1С1С в два раза длиннее ребра основания. Чему равно отношение площади боковой грани призмы к площади основания?
3. В основании прямой треугольной призмы ABCА1В1С1 лежит прямоугольный треугольник ABC с катетами АВ = 3, ВС = 4. Найти высоту призмы, если известно, что расстояние от вершины А до прямой В1С1равно 
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.
4. Все ребра правильной треугольной призмы ABCА1В1С1 с основанием ABC и боковыми ребрами АА1, ВВ1, СС1 равны 1. Через середину М отрезка АВ перпендикулярно прямой АВ проведена плоскость (. Найти расстояние от вершины С до плоскости (.
5. В правильной треугольной пирамиде SABC сторона основания ABC равна 2, SА = 6.  Точки К и М — середины ребер АВ и SC соответственно, через середину отрезка МК проведена плоскость (, перпендикулярная прямой МК. Найти расстояние от середины N ребра АС до плоскости (.
6. В основании параллелепипеда лежит параллелограмм ABCD, в котором острый угол А равен 60°, а длины сторон АВ и ВС — соответственно а и 2а. Боковые ребра АА1, ВВ1, СС1, DD1 параллелепипеда перпендикулярны, а их длины равны а. Докажите, что прямая CD1 перпендикулярна плоскости AB1D\.
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