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Понятие перпендикулярной проекции фигуры на плоскость

Пусть точка А не лежит в плоскости а.   Напомним, что перпендикуляром, опущенным из точки А на плоскость (, называется отрезок АН прямой а, которая перпендикулярна плоскости (, от точки А до точки Н пересечения прямой а с плоскостью (. Точку Н — основание перпендикуляра — называют также перпендикулярной проекцией точки А на плоскость (. Так как два различных перпендикуляра к одной  плоскости  параллельны, то перпендикулярные проекции различных точек пространства получаются при параллельном проектировании, направление которого перпендикулярно данной плоскости.
Перпендикулярной проекцией фигуры F на плоскость ( называется параллельная проекция этой фигуры в направлении, перпендикулярном плоскости (.
Перпендикулярное проектирование на плоскость называют также ортогональным проектированием. В этом случае говорят об ортогональной проекции фигуры на плоскость.
Вопрос. В каком случае при перпендикулярном проектировании прямая проектируется в точку?
Свойства перпендикулярного проектирования
Перпендикулярное проектирование на плоскость является параллельным проектированием в особо выбранном направлении. Поэтому при перпендикулярном проектировании сохраняются основные свойства, присущие любому параллельному проектированию.
Свойство 1. Пусть прямая а не перпендикулярна плоскости (. Тогда перпендикулярной проекцией прямой а является прямая.
Свойство 2. Перпендикулярные проекции параллельных прямых параллельны: если а║b и их проекциями являются прямые а1 и b1, то а1 ║ b1.

Свойство 3. При перпендикулярном проектировании сохраняется отношение отрезков одной прямой: если точки A, B, С лежат на одной прямой и проектируются в различные точки А1, В1, С1, то АВ : ВС = = А1В1 : В1С1.
Свойство 4. При перпендикулярном проектировании общие точки двух фигур проектируются в общие точки их проекций.
Иногда для краткости перпендикулярную проекцию фигуры на плоскость просто называют проекцией этой фигуры.
Часто при проектировании пространственной фигуры рассматривают не только ее проекцию, но и проекции некоторых вспомогательных линий этой фигуры. Например, при изображении проекции многогранника изображают проекции его ребер.

Вопрос. Как доказать, что медианы треугольника проектируются в медианы проекции треугольника?
Прямая теорема о трех перпендикулярах

При перпендикулярном проектировании прямых выполняются два новых важных утверждения. В этом пункте рассмотрим первое из них.
Пусть прямая а пересекает прямую b плоскости ( и перпендикулярно проектируется на плоскость ( в прямую а1. Тогда если а ( b, то а1 ( b.
Доказательство. Выберем на прямой а точку A, отличную от точки В пересечения прямых а и b, и опустим перпендикуляр АН на плоскость (. Затем через точку В проведем прямую т параллельно АН (рис. 2). Так как АН ( а и m || AH, то т ( (. Поэтому m ( b. По условию а ( b. Значит, b ( a, b ( m, a поэтому прямая b перпендикулярна плоскости (, содержащей прямые а и т (рис. 3). Так как прямые т и АН параллельны и точка А лежит в плоскости (, то точка Н также лежит в плоскости (. Поэтому b ( ВН, то есть b ( a1.
Пример1. Рассмотрим куб ABCD A1B1C1D1 и построим проекцию прямой АС на плоскость BC1D.
Заметим, что прямая АС перпендикулярна прямой BD плоскости BC1D (рис. 4). Поэтому проекция прямой АС также перпендикулярна прямой BD. Чтобы построить проекцию прямой АС, рассмотрим треугольник BC1D. Так как BD = ВС1 = DC1, то треугольник BC1D равносторонний. Следовательно, его медиана С1Н является перпендикуляром к BD. Это значит, что прямая С1Н является проекцией прямой АС на плоскость BC1D.
Доказанное в этом пункте свойство иногда формулируют в кратком виде.
Если наклонная перпендикулярна прямой b плоскости а, то проекция наклонной также перпендикулярна прямой b.
Вопрос. Как, имея прямую a и ее перпендикулярную проекцию на плоскость (, построить перпендикуляр к плоскости (?
Обратная теорема о трех перпендикулярах 

В этом пункте рассмотрим свойство, обратное свойству из предыдущего пункта.
Пусть прямая а пересекает прямую b плоскости ( и перпендикулярно проектируется плоскостью ( в прямую а1. Тогда если а1 ( b, то а ( b.
Доказательство. Из точки А прямой а опустим перпендикуляр АН на плоскость (. Затем через точку Н проведем прямую п параллельно прямой b (рис. 5). Так как АН ( (, то АН ( п. По условию b ( а1, а так как п ║ b, то и п ( b Значит, п ( а1, п ( АН, а поэтому прямая п перпендикулярна плоскости (, содержащей прямые а1 и АН. Но так как b ║ n, то и b ( ( . Поэтому b ( а, так как прямая а лежит в плоскости (.
Пример 2. В кубе ABCDA1B1C1D1 точка М лежит на ребре A1D1 и А1М : MD\ = 2 : 1, точка К лежит на ребре C1D1 и С1К : KD1 = 1:2 (рис. 6). Опустим перпендикуляр из точки В на прямую МК.
Решение. Перпендикулярной проекцией точки В на плоскость A1B1C1D1является точка В1. Поэтому проекцией на плоскость A1B1C1D1 любой прямой, проходящей через точку В, является прямая, проходящая через точку В1. Проведем в плоскости A1B1C1D1 отрезок В1Р перпендикулярно МК. Так как проекцией прямой ВР на плоскость A1B1C1D1 является прямая В1Р и В1Р ( МК, то ВР ( МК. Утверждения, доказанные в этом и в предыдущем пункте иногда объединяют в одной формулировке и называют теоремой о трех перпендикулярах.
Если наклонная перпендикулярна прямой b плоскости (, то проекция наклонной также перпендикулярна прямой b. Обратно: если проекция наклонной перпендикулярна прямой b плоскости (, то и наклонная перпендикулярна прямой b. 

Вопрос. В пирамиде SABC ребро SA является высотой. Как с помощью теоремы о трех перпендикулярах построить высоту SM грани SBC?
Построение перпендикуляра к плоскости с использованием теоремы о трех перпендикулярах 

Опираясь на теорему о трех перпендикулярах можно предложить новый способ построения перпендикуляра к плоскости. 

Пусть даны точка A, не проходящая через нее плоскость ( и прямая b плоскости (. Проведем через точку А и прямую b плоскость (, и в этой плоскости построим отрезок AM, перпендикулярный прямой b (рис. 7). Затем в плоскости ( проведем через точку М прямую с перпендикулярно прямой b. По теореме о трех перпендикулярах прямая с является проекцией прямой а на плоскость (. Поэтому точка А проектируется в такую точку Н прямой с, что АН ( с (рис. 8). Таким образом, мы получим перпендикуляр к плоскости (, если построим АН ( с. 

Пример 3. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а и расположим точку М на ребре A1D1 и точку К на ребре C1D1 так, что А1М : M1D1 = 2 : 1 и С1К : KD1 = 1:2. Найдем расстояние от точки В1 до плоскости ВMК.

Решение. В примере из пункта 3.4 было показано, что если проведем В1Р ( МК, то тогда и ВР ( МК (рис. 9). Следовательно, прямая ВР является перпендикулярной проекцией прямой В1Р на плоскость ВМК. Поэтому если проведем В1H перпендикулярно ВР, то получим перпендикуляр из точки В1 к плоскости ВМК.
Для вычисления В1H рассмотрим  плоскость  A1B1C1D1 (рис. 10). Из подобия треугольников MD1K, С1ХК, A1YM получаем С1Х = 
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Теперь рассмотрим прямоугольный треугольник ВВ1Р (рис. 11). По теореме Пифагора 
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Из подобия треугольников В1НР и В1ВР получаем
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Таким образом, расстояние от точки В1 до плоскости ВМК равно 
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Вопрос. Как доказать, что треугольник ВВ1Р прямоугольный?
В пространстве определяют величину угла между любыми двумя прямыми. В этом пункте рассмотрим один важный частный случай.
Говорят, что угол между двумя скрещивающимися прямыми равен 90°, если соответственно параллельные им пересекающиеся прямые перпендикулярны. Такое определение не зависит от выбора пересекающихся прямых, параллельных данным скрещивающимся прямым.
Для удобства две скрещивающиеся прямые называют перпендикулярными, если угол между ними равен 90°. Перпендикулярность скрещивающихся прямых также обозначают с помощью знака (.
Определение перпендикулярности скрещивающихся прямых позволяет установить следующее свойство.
Если прямая а перпендикулярна плоскости (, то прямая а перпендикулярна любой прямой плоскости (. 

Доказательство. Пусть прямая а пересекает плоскость ( в точке А. Рассмотрим произвольную прямую b плоскости ( и проведем через точку А прямую m, параллельную b (рис. 12). Тогда прямая т лежит в плоскости (, проходит через точку A, a поэтому а ( т. Отсюда следует, что прямые а и b перпендикулярны.
Пример 4. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 13). Ранее было установлено, что плоскость АА1С1С перпендикулярна прямой BD. Поэтому прямая BD перпендикулярна каждой прямой плоскости АА1С1С. В частности, А1С ( BD.
Вопрос. Как доказать, что высота пирамиды перпендикулярна каждому ребру основания?
Основной признак перпендикулярности прямой и плоскости допускает обобщение.
Если прямая а перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости (, то а перпендикулярна плоскости (.
Доказательство. Пусть а ( b и а ( с. Через произвольную точку А прямой а проведем прямые m и n, параллельные прямым b и c соответственно. Тогда прямые m и n различны, а поэтому через них можно провести единственную плоскость ( (рис. 14). Так как т║b и п ║ с, то ( ║ (. Далее, так как а ( b, то a ( m, и аналогично получаем, что а ( п. Следовательно, по определению а ( (. Но так как (║(, то а ( (, что и требовалось доказать.
Пример 5. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1 и его главную диагональ А1С (рис. 15). Так как плоскость A1BCD1 перпендикулярна прямой C1D, то А1С ( C1D. Аналогично, так как плоскость A1B1CD перпендикулярна прямой ВС1, то А1С ( ВС1. В результате получаем, что прямая А1С перпендикулярна двум пересекающимся прямым BC1 и C1D плоскости BC1D, а поэтому А1С ( BC1D.
Вопрос. Как построить высоту наклонной призмы ABCА1В1С1, если известно, что АВ = ВС = АС и АА1 ( ВС?
Обобщение понятия перпендикулярности прямых на случай скрещивающихся прямых позволяет упростить многие доказательства перпендикулярности прямых и плоскостей. В качестве примера рассмотрим доказательство теоремы о трех перпендикулярах.
Первая часть. Пусть прямая ВС лежит в плоскости (, прямая АВ перпендикулярна прямой ВС и точка Н — проекция точки А на плоскость ( (рис. 16). Так как АН ( ВСH, то АН ( ВС. Поэтому ВС ( АН, ВС ( АВ, откуда ВС ( АВН. Отсюда ВС ( ВН, что и требуется доказать.
Вторая часть. Пусть прямая ВС лежит в плоскости (, точка Н — проекция точки А на плоскость ( и НВ ( ВС. Так как АН ( ВСН, то АН ( ВС. Поэтому ВС ( АН, ВС ( ВН, откуда ВС ( АВН. Отсюда ВС ( АВ, что и требуется доказать.
Вопрос. Как доказать, что в правильной треугольной пирамиде противоположные ребра попарно перпендикулярны?

Тесты. Проверь себя. 

Задание 1. Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.
Перпендикулярной проекцией прямой на плоскость может быть
1. точка

2. отрезок

3. прямая

4. окружность
Ответы: 1, 3.
Перпендикулярной проекцией на плоскость пересекающихся прямых могут быть

1. точка

2. отрезок

3. прямая

4. пересекающиеся прямые

Ответы 3, 4.

Перпендикулярной проекцией на плоскость параллельных прямых могут быть

1. точка

2. две точки

3. прямая

4. пересекающиеся прямые

Ответ: 2, 3.

Перпендикулярной проекцией на плоскость произвольного треугольника могут быть

1. точка

2. отрезок

3. прямая

4. равносторонний треугольник

Ответ: 2, 4.

Задание 2. Выбрать из предложенных ответов правильные.

При перпендикулярном проектировании на плоскость отрезок проектируется в точку, если

1. он параллелен этой плоскости

2. он перпендикулярен этой плоскости

3. он имеет ровно одну общую точку с этой плоскостью 

4. он не имеет общих точек с этой плоскостью
Ответ: 2.
В кубе ABCDA1B1C1D1 с ребром а расстояние между плоскостями АВ1С и A1C1D равно
1. 
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Ответ: 3. 
Прямой угол ортогонально спроектирован на плоскость, которая пересекает стороны угла. Тогда проекцией этого угла может быть угол
1. 30(
2. 45(
3. 90(
4. 120(
Ответ: 4.
Миниисследование


В пространстве даны две скрещивающиеся взаимно перпендикулярные прямые. Найти геометрическое место середин отрезков данной длины d, один конец которых лежит на одной из этих прямых, а другой конец — на другой из этих прямых.

Домашнее задание
1.
Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а. Найти:
а)
расстояние от вершины В1 до прямой СМ, где М — середина ребра АВ;
б)
расстояние от вершины D до прямой А1К, где К — середина ребра B1C1;
в)
расстояние от середины ребра В1С1 до прямой BD.
2. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а. Найти:
а)
расстояние от вершины В до плоскости В1СМ, где М — середина ребра АВ;
б)
расстояние от вершины D1 до плоскости A1KD, где К — середина ребра В1С1;
в)
расстояние от середины ребра ВС до плоскости BDN, где N — середина ребра В1С1.
3. В правильной пирамиде SABCD высота SH = 8, ребра основания ABCD равны 4. Найти расстояние от вершины D до плоскости АВМ, где М — середина ребра SC.
4. В правильной пирамиде SABCD высота SH = 
[image: image15.wmf]2
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, ребра основания ABCD равны 2. Точки М и N — середины ребер SB и SD. Найти:
а) расстояние от вершины С до плоскости AMN;
б) расстояние от вершины D до плоскости AMN.
5. Дан правильный тетраэдр ABCD с ребром а. Найти:
а) расстояние от середины ребра AD до медианы ВМ грани ABC; 

б) расстояние от середины медианы АК грани ABC до медианы ВМ грани ABD.
6. В правильной пирамиде SABCD высота SH = 
[image: image16.wmf]30

, ребра основания ABCD равны 4.  Точка М расположена на продолжении ребра DC так, что угол СВМ равен 15°. Найти расстояние от основания Н высоты до плоскости BSM.
7.
В основании пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со сторонами АВ = 3, ВС = 4. Боковые ребра пирамиды имеют одинаковую длину, ее высота равна 
[image: image17.wmf]5
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. Плоскость (  проходит через прямую SA параллельно диагонали BD основания. Найти расстояние от вершины С до плоскости (.
8.. В основании прямой треугольной призмы ABCА1В1С1 лежит правильный треугольник ABC со стороной 2, боковые ребра АА1,ВВ1, СС1 равны 
[image: image18.wmf]3

.   Точки М, N, P — середины ребер ВС, CC1, A1C1 соответственно. Найти расстояние от вершины А до плоскости MNP.
9. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1 , в основании которого лежит квадрат ABCD со стороной 3, боковые ребра АА1, ВВ1, СС1, DD1 равны 5. Равносторонний треугольник расположен в пространстве так, что одна его вершина совпадает с вершиной С параллелепипеда, а две другие расположены на прямых ВВ1 и C1D1 соответственно.  Найти сторону этого треугольника.
10. В пирамиде SABC ребро SА является высотой, SА = АВ = ВС = АС = 1.   Точка N одинаково удалена от всех граней пирамиды. Каково расстояние между точкой N и плоскостью BCS?
11. Докажите, что если из трех прямых а, b, с, проходящих через одну точку, прямая а образует с прямыми b и с одинаковые углы, то ее перпендикулярной проекцией на плоскость, содержащую прямые b и с, является биссектриса угла между прямыми b и с.

12. Вершины A, B, С треугольника удалены от плоскости ( соответственно на а, b, с. Найти расстояние между точкой пересечения медиан треугольника ABC и плоскостью (.
13. Верно ли, что если ОС — биссектриса угла АОВ, то перпендикулярная проекция — луч ОС1 служит биссектрисой угла А1ОВ1 — проекции угла АОВ?
14.
Докажите, что если луч К образует равные углы с тремя лучами, лежащими в данной плоскости (, то луч К перпендикулярен плоскости (.
15.
Докажите, что если ортогонально проектировать угол АОВ на плоскость, параллельную его биссектрисе ОС, то в проекции получим угол, биссектриса которого параллельна ОС.
16. Спроектируем ортогонально прямой угол на плоскость, которая пересекает одну из сторон угла и продолжение другой стороны. Докажите, что проекция представляет из себя острый угол.
17. Найти геометрическое место проекций данной точки пространства на плоскости, проходящие через данную прямую.
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