(Класс 10, модуль VII, урок 1)

Урок 1. Степень с рациональным показателем
План урока
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 1.1. Степень с натуральным показателем
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 1.2. Степень с целым показателем
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 1.3. Графики степенных функций с целым показателем
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 1.4. Знакомство с непрерывностью
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 1.5. Степень с рациональным показателем
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

напомнить определения и свойства степеней сначала с натуральными показателями, затем с целыми и рациональными показателями, обратить внимание на сохранение основных свойств степеней при каждом очередном расширении понятия степени, рассмотреть особенности графиков некоторых степенных функций.
1.1. Степень с натуральным показателем
Напомним, что степень числа 
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 с натуральным показателем 
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 определяется как произведение 
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 одинаковых сомножителей, равных 
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. Степень 
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 можно определить и по индукции: 
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 уже определена, то 
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Операция возведения в натуральную степень имеет следующие свойства. 
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· 8. Если 
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Основные свойства степеней с натуральными показателями доказываются с помощью математической индукции. Покажем, например, как доказывается свойство 1, что 
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Доказательство. I. Пусть 
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 при любом натуральном 
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 по определению степени с натуральным показателем. 

II. Предположим, что при 
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Таким образом, из равенства 
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 выводится равенство 
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На основании принципа математической индукции свойство 1 доказано. 

1.2. Степень с целым показателем
Степень с целым показателем определяется только для ненулевых чисел 
[image: image45.wmf]a

, причем таким образом, чтобы выполнялись свойства 1–8 для степеней с натуральными показателями, записанные в пункте 1.1. Напомним, как это делается.
Пусть 
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 –целое число. Тогда: 

· если 
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· если 
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 — натуральное число, то 
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При таком определении сохраняется прежний смысл степени с целым положительным показателем и вводятся степени с нулевым и целыми отрицательными показателями. 

Запишем основные свойства степени с целым показателем. 
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· Если 
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· Если 
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Нетрудно заметить, что эти свойства аналогичны свойствам степеней с натуральным показателем.

Основные свойства степеней с целыми показателями доказываются с использованием свойств степеней с натуральными показателями путем перебора всех возможных случаев знаков у показателей степеней. Покажем, например, как доказывается свойство 2, что 
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Доказательство. Первый случай. Пусть 
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 — натуральные, и равенство 
[image: image74.wmf]()

nmmn

aa

=

 уже известно. 

Второй случай. Пусть 
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. Тогда для произвольного целого числа 
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Третий случай. Пусть 
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[image: image79.wmf]m

 имеем 
[image: image80.wmf]000

()()11

nmmmmmn

aaaaa

×

======

. 

Четвертый случай. Пусть 
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Пятый случай. Пусть 
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Шестой случай. Пусть 
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В результате рассмотрены все возможные случаи, и в каждом из них свойство 2 для целых показателей доказано. 

1.3. Графики степенных функций с целым показателем

Рассмотрим функцию вида 
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yx

=
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 — натуральное число. Она определена на всей числовой прямой. 

При 
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 функция 
[image: image103.wmf]n

yx

=

 имеет вид 
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 и является линейной функцией. Ее график есть прямая (рис. 1). 

При 
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 функция 
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 имеет вид 
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 и является квадратичной функцией. Ее график есть парабола (рис. 2). 

При 
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 можно составить таблицу значений функции 
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 в некоторых точках и на основе этой таблицы схематически изобразить график. На рисунках  3, 4, 5 приведены соответственно графики функций 
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Пусть 
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На промежутке 
[image: image118.wmf](0]

-¥;

 функция 
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 в зависимости от показателя 
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 ведет себя по-разному: при четном 
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 убывает, при нечетном 
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 возрастает. В итоге получаем, что при каждом нечетном 
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 функция 
[image: image124.wmf]n

yx

=

 является возрастающей на всей числовой оси. 

Рассмотрим теперь функции вида 
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 — целое число, меньшее 1. Напомним, что в этом случае степень определяется только при 
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При 
[image: image128.wmf]0

k

=

 получаем функцию 
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 по определению степени с нулевым показателем. На рис. 6 приведен график этой функции. 

При 
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 получаем функцию 
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. Ее график изображен на рис. 7 и называется гиперболой. 

При каждом целом значении 
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 можно составить таблицу значений функции 
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 в некоторых точках, и на основе этой таблицы схематически изобразить ее график. На рисунках 8, 9, 10 приведены графики функций 
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Особо следует отметить, что функция 
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 убывает при каждом 
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 при нечетных значениях 
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 также убывает, а при четных – возрастает. 

1.4. Знакомство с непрерывностью

При целом значении 
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 функция 
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 непрерывна в своей области определения. На наглядном уровне это означает, что если выбрать любое число 
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 из области определения и рассмотреть произвольную последовательность чисел 
[image: image148.wmf]n

x

, приближающихся к 
[image: image149.wmf]0

x

, то значения 
[image: image150.wmf]k

nn

yx

=

 будут приближаться к значению 
[image: image151.wmf]00

k

yx

=

. С помощью понятия предела такое свойство можно выразить в следующем виде: 
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В общем случае непрерывность определяется следующим образом. 

Определение. Функция 
[image: image153.wmf]()
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 называется непрерывной в точке 
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 области определения, если для каждой последовательности 
[image: image155.wmf]n

x

 из области определения такой, что 
[image: image156.wmf]0

n

xx

®

 при 
[image: image157.wmf]n

®¥

, последовательность 
[image: image158.wmf]()

nn

yfx

=

 сходится к 
[image: image159.wmf]0

()

fx

. 

Функцию 
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 называют непрерывной в области определения, если она непрерывна в каждой точке области определения. 

Непрерывные функции обладают важными свойствами, благодаря которым понятие непрерывности оказывается очень полезным в математике. Например, благодаря непрерывности графики изучавшихся выше функций на промежутках из области определения изображаются неразрывными линиями. 

В дальнейшем без доказательства мы будем использовать следующие теоремы.

 Теорема о промежуточном значении. Пусть функция 
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 определена и непрерывна на отрезке 
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Теорема о непрерывности монотонной функции. Пусть функция 
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 определена на отрезке 
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Мини-исследование
 
Функция 
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то есть ордината для кривой 
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 в середине отрезка 
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 больше или равна среднего арифметического ординат в концах этого отрезка. 


Аналогично, функция 
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, определенная и непрерывная на промежутке 
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, называется выпуклой вниз на этом промежутке, если для любых двух точек 
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то есть ордината для кривой 
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 в середине отрезка 
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 не превосходит среднего арифметического ординат в концах этого отрезка. 

1. Доказать, что функция 
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 выпукла вниз на промежутке 
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-¥;+¥

.

2. Доказать, что функция 
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 выпукла вниз на промежутке 
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3. Доказать, что функция 
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4. Пусть известно, что функция 
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 определена на всей числовой прямой, четная и выпукла вниз на промежутке 
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. Исследовать эту функцию на выпуклость на промежутке
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5. Пусть известно, что функция 
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 определена на всей числовой прямой, нечетная и выпукла вниз на промежутке 
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. Исследовать эту функцию на выпуклость на промежутке
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1.5. Степень с рациональным показателем
Рассмотрим функцию 
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 строго возрастает и непрерывна. Поэтому множеством значений 
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 определена обратная функция. Для упрощения обозначим эту функцию как 
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. Функция 
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 строго возрастает на отрезке 
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;

, и множеством ее значений является отрезок 
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;

. На основании приведенного выше свойства функция 
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 непрерывна в каждой точке отрезка 
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;

. Так как число 
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 можно взять произвольным, то функция 
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 непрерывна на каждом отрезке вида 
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;

. Отсюда следует, что 
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 можно определить как непрерывную функцию на луче 
[image: image224.wmf][0)
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. 
Эти рассуждения можно обобщить.
Пусть 
[image: image225.wmf]n

 — натуральное число. Рассмотрим функцию 
[image: image226.wmf]n
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 на промежутке 
[image: image227.wmf][0)
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. Заметим, что функция 
[image: image228.wmf]n

yx

=

 при 
[image: image229.wmf]0
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 строго возрастает и принимает все неотрицательные значения. Поэтому для каждого неотрицательного числа 
[image: image230.wmf]A

 найдется такое единственное число 
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, для которого 
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. Это позволяет на промежутке 
[image: image233.wmf][0)

;+¥

 определить функцию 
[image: image234.wmf]n
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, обратную к функции 
[image: image235.wmf]n
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Функция 
[image: image236.wmf]n
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 определена на луче 
[image: image237.wmf][0)

;+¥

, строго возрастает и множеством ее значений также является луч 
[image: image238.wmf][0)
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. Напомним, что при 
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a

³

 значение 
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 называется арифметическим корнем 
[image: image241.wmf]n

-й степени из числа 
[image: image242.wmf]a

. 

Из определения арифметического корня вытекает: 

· 
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 определяется для 
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· 
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· 
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 при 
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· 
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· 
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, если 
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График функции 
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 симметричен графику функции 
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 относительно прямой 
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=

. На рис. 11 сплошной линией изображен график функции 
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. 
Это важно

Функция 
[image: image255.wmf]21
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, где 
[image: image256.wmf]m

 — натуральное число, строго возрастает на всей числовой прямой и непрерывна. Применяя теорему о промежуточном значении, можно показать, что функция 
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 принимает все действительные значения. По свойству из пункта 1.4, на всей числовой прямой определена обратная к данной непрерывная функция. Для этой функции также принято обозначение 
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. В соответствии с таким обозначением  можно написать, например, равенство 
[image: image259.wmf]3
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В дальнейшем рассматриваются лишь арифметические корни. Поэтому даже при нечетном значении функцию 
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 будем считать определенной на луче 
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. Другое истолкование при нечетном значении всегда будет особо оговариваться.

При 
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 выполняется равенство 
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. Обозначая число 
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Это означает, что если определить 
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, то для степени положительного числа 
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 с показателем вида 
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 сохраняется свойство 2    степени с целым показателем.

Аналогично равенством 
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определяется степень положительного числа 
[image: image273.wmf]a

 с дробным показателем 
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, где 
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 — целое, 
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 — натуральное число. 

В младших классах было показано, что степени числа 
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 с равными дробными показателями равны, то есть если 
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. Но это означает, что для рационального 
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 число 
[image: image281.wmf]r

a

 определяется однозначно. 
Операция возведения в рациональную степень имеет такие же свойства, как и перечисленные в пункте 1.3 свойства степеней с целыми показателями. Напомним еще раз основные свойства, обозначая буквами 
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 и 
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 произвольные положительные числа, а буквами 
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 и 
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 –  произвольные рациональные числа. 
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[image: image286.wmf]rsrs

aaa

+

×=

. 

· 
[image: image287.wmf]()

rsrs

aa

=

. 

· 
[image: image288.wmf]()

rrr

abab

=×

. 

· 
[image: image289.wmf]rsrs

aaa

-

=

. 

· 
[image: image290.wmf](

)

r

rr

a

b

ab

=

. 

· Если 
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 , то 
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Напомним, что доказательства свойств степени с рациональным показателем можно проводить, используя следующее утверждение, доказанное в младших классах. 
Пусть 
[image: image297.wmf]0
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, 
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 и 
[image: image299.wmf]n

 — натуральное число. Тогда отношения 
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 равносильны соответственно отношениям 
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, 
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Покажем, например, как доказывается свойство 1, что 
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Пусть 
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. Следовательно, 
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Проверь себя. Степень с рациональным показателем
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Какому из чисел равно 
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(Правильный вариант: 4)

Какому из чисел равно 
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(Правильный вариант: 4)

Какое из четырех указанных чисел является наибольшим?
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(Правильный вариант: 3)

Какое из четырех указанных чисел является наименьшим?
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(Правильный вариант: 3)

Проверь себя. Степень с рациональным показателем
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа
.

Какие из указанных функций являются четными? 
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(Правильные варианты: 1, 3)

Какие из указанных функций являются нечетными? 
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(Правильные варианты: 1, 2, 3)

Какие из указанных функций убывают на каждом из промежутков области определения? 
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(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Какое из равенств является верным при всех действительных значениях числа 
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(Правильные варианты: 3, 4)

Домашнее задание

1. Вычислить: 
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2. Какое из чисел больше, 
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 или 
[image: image393.wmf]2000

3

? 

3. Построить графики функций: 

а) 
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;  б) 
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4. Записать в виде степени с рациональным показателем: а)
[image: image398.wmf]xxx

 ; б) 
[image: image399.wmf]2
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;  в)  
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[image: image403.wmf](

)

3

4

1

5

3

xx

.
5. Построить графики функций: а) 
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6. Без помощи калькулятора сравнить два числа и указать наибольшее из них: а) 
[image: image413.wmf]3

и13

,

; б) 
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Словарь терминов
Степень с натуральным показателем. Степень числа 
[image: image423.wmf]a

 с натуральным показателем 
[image: image424.wmf]1

n
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 определяется как произведение 
[image: image425.wmf]n

 одинаковых сомножителей, равных 
[image: image426.wmf]a

. Степень 
[image: image427.wmf]n
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 можно определить и по индукции: 
[image: image428.wmf]1
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; если степень 
[image: image429.wmf]k
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 уже определена, то 
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Степень с целым  показателем. Пусть 
[image: image431.wmf]0

a

¹

 и 
[image: image432.wmf]k

 –целое число. Тогда: 

· если 
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, где 
[image: image434.wmf]n

 — натуральное число, то 
[image: image435.wmf]kn

aa

=

; 

· если 
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, то 
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· если 
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, где 
[image: image439.wmf]n

 — натуральное число, то 
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Арифметический корень. Пусть 
[image: image441.wmf]n

 - натуральное число, большее единицы. Арифметическим корнем 
[image: image442.wmf]n

-й степени из неотрицательного числа 
[image: image443.wmf]a

 называется неотрицательное число 
[image: image444.wmf]b

 такое, что 
[image: image445.wmf]n
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. Обозначается арифметический корень как 
[image: image446.wmf]n
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.
Степень с рациональным показателем. Степень положительного числа 
[image: image447.wmf]a

 с дробным показателем 
[image: image448.wmf]m
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, где 
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 — целое, 
[image: image450.wmf]n

 — натуральное число определяется равенством  
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