(Класс 10, модуль VII, урок 2)

Урок 2. Показательная функция
План урока
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 2.1. Пример степени с иррациональным показателем
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 2.2. Показательная функция с основанием 
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 2.3. Показательная функция с основанием 
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 2.4. Функция 
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 2.5. Общее определение показательной функции
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 2.6. Примеры уравнений, содержащих неизвестную в показателе степени
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 2.7. Примеры неравенств, содержащих неизвестную в показателе степени
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 2.8. Свойства графиков показательных функций
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На основе степеней с рациональными показателями определить понятие степени с произвольным действительным показателем и за счет введения показательных функций расширить множество известных элементарных функций, рассмотреть способы решения простейших уравнений и неравенств, содержащих неизвестные в показателях степени.

2.1. Пример степени с иррациональным показателем
На предыдущем уроке мы определили степень положительного числа с рациональным показателем. Тем самым для основания степени 
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 и рационального показателя степени 
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 определяется число 
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. Распространим понятие степени на произвольный действительный показатель так, чтобы сохранились все свойства, перечисленные в пункте 1.4. 

Для примера возьмем положительное число 
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 и показатель степени 
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. Десятичными приближениями по недостатку числа 
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 являются члены последовательности 
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Составим последовательность чисел вида 
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и так далее. Последовательность действительных чисел 
[image: image29.wmf]0

2

x

, 
[image: image30.wmf]1

2

x

, 
[image: image31.wmf]2

2

x

, … возрастает и ограничена. Отсюда следует, что существует 
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. Этот предел по определению полагают равным степени числа 2 с показателем 
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 и обозначают символом 
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Мини-исследование 1

Когда 
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 — последовательность десятичных приближений числа 
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 с недостатком, то  последовательность 
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 убывает и ограничена и имеет предел, который мы обозначили как 
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. Отметим, что если 
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 — последовательность десятичных приближений числа 
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 с избытком, то  последовательность 
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 убывает и ограничена, а поэтому также имеет предел. Показать, что этот предел также равен 
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2.2. Показательная функция с основанием 2
Аналогично тому, как для числа 
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 было определено число 
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, для каждого действительного 
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 можно определить число 
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Пусть 
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 — последовательность десятичных приближений по недостатку действительного числа 
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. Тогда предел возрастающей и ограниченной последовательности 
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 называется степенью числа 2 с показателем 
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 и обозначается как 
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В результате каждому действительному 
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 можно сопоставить число 
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. Тем самым определена показательная функция 
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 с основанием 2. Оказывается, что функция 
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 строго возрастает на всей числовой прямой и принимает все положительные значения. Доказательство этого утверждения непростое и мы его приводить не будем. График функции 
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 изображен на рис. 1. 


Определенная функция 
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 непрерывна на всей числовой прямой. Это означает, что для каждого числа 
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 и для всякой последовательности  
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Проверим выполнение этого свойства на одном конкретном примере. Пусть 
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. С другой стороны, из неравенства Бернулли получаем 
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 при всех натуральных 
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, то по теореме о пределе промежуточной последовательности 
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, что и требовалось установить. 

В общем случае доказательство непрерывности функции 
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 сложно и рассматривается в курсах математического анализа. 
2.3. Пример показательной функции с основанием 
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 мы определили показательную функцию 
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. Для произвольного числа 
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 последовательность 
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 его десятичных приближений по недостатку возрастает. Но так как 
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, … убывает, причем все члены этой последовательности положительны. Следовательно, существует 
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. Этот предел называется степенью числа 
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 с показателем 
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 и обозначается как 
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В результате каждому действительному числу 
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 можно сопоставить число 
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. Тем самым определена показательная функция 
[image: image88.wmf]1

3

()

x

y

=

 с основанием 
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. Оказывается, что в отличие от функции 
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, функция 
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 строго убывает на всей числовой прямой. 

График функции 
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 изображен на рис. 2. 

2.4. Функция 
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 для произвольного числа 
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 можно также рассмотреть последовательность 
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 его десятичных приближений по недостатку и соответственную  последовательность 
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. Функция 
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 имеет график, изображенный на рис. 3. Функция 
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 ни строго возрастающая, ни строго убывающая. Поэтому функцию 
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 не считают показательной функцией. 
2.5. Общее определение показательной функции

Аналогично тому, как определялись степени чисел 2 и 
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 можно определить число 
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, определенная по этому правилу на всей числовой прямой, называется показательной функцией с основанием 
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 показательная функция 
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 принимает все положительные значения. 

При действиях со степенями применяются следующие основные свойства, имеющие место для всех действительных чисел 
[image: image116.wmf]x

 и 
[image: image117.wmf]y

. 

· 1. 
[image: image118.wmf]xyxy

aaa

+

×=

. 

· 2. 
[image: image119.wmf]()

xyxy

aa

=

. 

· 3. 
[image: image120.wmf]()

xxx

abab

=×

. 

· 4. 
[image: image121.wmf]x

y

xy

a

a

a

-

=

. 

· 5. 
[image: image122.wmf]()

x

x

x

aa

b

b

=

. 

· 6. Если 
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· 7. Если 
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Это интересно

В курсах математического анализа доказывается,  что существует 
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При подходящем выборе числа 
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 такой предел равен 1. Соответствующее число называют числом Эйлера и обозначают через 
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. Число 
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 иррационально и приближенно равняется 2,718281828459045. Таким образом,  для числа 
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 выполняется равенство 
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Когда в качестве основания показательной функции выбирается число Эйлера, то получается 
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. Эта функция имеет многочисленные применения, и ее иногда называют экспонентой. 

2.5. Монотонность показательных функций

Из свойств 6 и 7 степеней следует, что при 
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На рисунках 4, 5, 6, 7 изображены графики функций 
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 соответственно.
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Показательные функции могут быть как возрастающими, так и убывающими. Предлагается исследовать показательные функции на выпуклость.

(В результате исследования должно получиться, что каждая показательная функция выпукла вниз).

2.6. Примеры уравнений, содержащих неизвестную в показателе степени

Рассмотрим несколько примеров на решение уравнений, с неизвестными в показателях степени. 
Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. Вычисляя натуральные степени числа 4, находим 
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Пример 2. Решить уравнение 
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Решение. Имеем 
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Пример 3. Решить уравнение 
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Решение. Положим 
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2.7. Примеры неравенств, содержащих неизвестную в показателе степени

Показательная функция 
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 строго возрастает, при 
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 строго убывает. Эти свойствa позволяют находить все решения неравенств вида 
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Пример 4. Решить неравенство 
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Решение. Перепишем неравенство в виде 
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Пример 5. Решить неравенство 
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Пример 6. Решить неравенство 
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Решение. Имеем 
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. Поэтому неравенство можно переписать в виде 
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Проверь себя.  Показательная функция
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Какое из указанных чисел является корнем уравнения  
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Какое из указанных чисел является корнем уравнения  
[image: image199.wmf]111

3

4

(3)(3)(3)

xxx

++-

=×

?


[image: image200.wmf]·

1.  3

[image: image201.wmf]·

2.  4


[image: image202.wmf]·

3.  5


[image: image203.wmf]·

4.  6 

(Правильный вариант: 3)
Какое из указанных множеств является множеством решений неравенства  
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(Правильный вариант: 2)
Какое из указанных множеств является множеством решений неравенства  
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(Правильный вариант: 1)
Проверь себя.  Показательная функция
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Какие из указанных функций являются строго возрастающими?
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(Правильные варианты: 1, 3)

Какие из указанных функций являются строго убывающими?
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(Правильные варианты: 1, 2, 3)

Какие из указанных свойств для функции 
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1. Возрастающая функция. 
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2. Убывающая функция. 
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3. Строго возрастающая функция. 
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4. Строго убывающая функция. 

(Правильные варианты: 1, 2)

Какие из указанных функций являются показательными функциями?
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(Правильные варианты: 2, 4)

Домашнее задание

1. Построить графики функций: 
а) 
[image: image251.wmf]4

x

y

=

; б) 
[image: image252.wmf]2

x

y

-

=

; в) 
[image: image253.wmf](3)

x

y

=

; г) 
[image: image254.wmf]1

(2)

x

y

=

; д) 
[image: image255.wmf]2

2

x

y

=

; е) 
[image: image256.wmf]2

3

x

y

-

=

; ж) 
[image: image257.wmf]1

2

x

y

+

=

; з) 
[image: image258.wmf]1

3

x

y

-

=

;  и) 
[image: image259.wmf]1

2

x

y

-

=

; к) 
[image: image260.wmf]12

3

x

y

-

=

.
2. Решить уравнения: 
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3. Решить уравнения: 
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4. Решить уравнения: а) 
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5. Решить уравнения: а) 
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6. Решить уравнения: а) 
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7. Решить неравенства: а) 
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8. Решить неравенства: а) 
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Словарь терминов
Степень с действительным показателем. Пусть 
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 — последовательность десятичных приближений по недостатку действительного числа 
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. Тогда предел последовательности 
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 называется степенью числа 
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 с показателем 
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 и обозначается как 
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Показательная функция. Для каждого положительного 
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, отличного от единицы, и произвольного действительного 
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 можно определить число 
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. Функция 
[image: image307.wmf]x

ya

=

, определенная по этому правилу на всей числовой прямой, называется показательной функцией с основанием 
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