(Класс 10, модуль VII, урок 3)

Урок 3. Логарифмическая функция
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 Домашнее задание

Цели урока:

На основе степеней с действительными показателями и показательных функций определить понятие логарифма, изучить свойства логарифмов, рассмотреть способы решения простейших уравнений и неравенств, содержащих логарифмы.

3.1. Определение логарифма
Показательная функция 
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, принимает все положительные значения и строго монотонна. Это означает, что для каждого положительного числа 
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 найдется единственное число 
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, для которого 
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Например, пусть 
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. Поэтому в данном примере имеем 
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В общем случае для показателя степени, в которую нужно возвести данное число 
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, чтобы получилось число 
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, вводится понятие логарифма.
Логарифмом положительного числа 
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 по основанию 
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Логарифм числа 
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 по основанию 
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 обозначают как 
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3.2. Примеры рациональных и иррациональных значений логарифма

 
Значение логарифма может быть рациональным. Например, 
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. Однако, во многих случаях логарифм числа по заданному основанию является иррациональным числом.
Пример 1. Докажем, что число 
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 иррационально. 
Доказательство. Предположим, что 
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 — целые числа, причем 
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. Тогда имеет место равенство 
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 — это натуральные степени чисел 10 и 2. В десятичной записи каждое число вида 
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 оканчивается цифрой 0. Но число вида 
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 может оканчиваться только одной из цифр 2, 4, 6, 8. Поэтому равенство 
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 невозможно. 

Таким образом, предположение о том, что число 
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 рационально, приводит к противоречию. Поэтому число 
[image: image55.wmf]10

log2

 иррационально. 
Аналогично можно установить иррациональность, например,  
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Мини-исследование

Рассматривая натуральные числа m  и n и их разложения на простые множители, выяснить, при каких условиях число 
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 является рациональным, а при каких – иррациональным.
3.3. Логарифмическая функция
Выбрав число 
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 можем вычислить 
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. Тем самым  на множестве положительных чисел определена логарифмическая функция 
[image: image63.wmf]log

a

yx

=

. Эта функция является обратной к функции 
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График функции 
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 симметричен графику функции 
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 относительно прямой 
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. На рисунках 1, 2, 3, 4 сплошной линией изображены соответственно графики функции 
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Так как обратная к возрастающей функции — также возрастающая функция, то при 
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 возрастает (рис. 1 и 2).
Обратная к убывающей функции — убывающая функция. Поэтому при 
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 функция 
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 убывает (рис. 3 и 4).
3.4. Монотонность логарифмических функций

 
В предыдущем пункте было указано, что логарифмическая функция либо возрастает, либо убывает, то есть каждая логарифмическая функция монотонна. 

Монотонность логарифмических функций можно доказать, исходя из свойств показательных функций. 

Первый случай. Пусть 
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 по условию. Так как показательная функция с основанием, большим 1, строго возрастает, то из неравенства 
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Второй случай. Пусть 
[image: image88.wmf]01

a

<<

. Возьмем произвольные числа 
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. Но так как показательная функция с основанием, меньшим 1, строго убывает, то в этом случае из неравенства 
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3.5. Основные логарифмические тождества

Функции 
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 являются взаимно обратными друг к другу. Отсюда следует, что если для произвольного 
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. Отсюда получаем первое основное логарифмическое тождество: 
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Аналогично, если для произвольного положительного 
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 число 
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 равно 
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. Отсюда получаем второе основное логарифмическое тождество: 
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Рассмотрим примеры применения логарифмических тождеств.
Пример 2. 
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Пример 3. 
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3.6. Логарифм произведения и отношения положительных чисел

Свойства показательной функции позволяют получить несколько важных логарифмических формул. В этом пункте рассмотрим следующую формулу. 
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Это свойство можно сформулировать также в следующем виде. 
Логарифм произведения двух положительных чисел равен сумме логарифмов сомножителей. 

Доказательство. Пусть 
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Пример 4. Доказать, что 
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Доказательство. При 
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Для логарифма частного справедлива формула, аналогичная формуле (3). 
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Это свойство можно сформулировать также в следующем виде. Логарифм частного двух положительных чисел равен разности между логарифмом делителя и логарифмом делимого. 

3.7. Логарифм степени положительного числа

Для логарифма степени имеется следующая формула. 
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Это свойство можно кратко сформулировать в виде. Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм основания степени. 
Доказательство. Пусть 
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Пример 5. 
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Это важно
Формула (5) в частном случае при 
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. Важно понять, что это равенство справедливо только при 
[image: image137.wmf]0

x

>

. Однако, если рассмотреть только левую часть равенства, то получим выражение 
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, что может приводить к ошибкам при решении задач. В данном случае правильное применение формулы (5) возможно с использованием равенства 
[image: image141.wmf]22

xx

=||

. Тогда 
[image: image142.wmf]22

loglog2log

aaa

xxx

=||=||

. При таком преобразовании получаем тождественное равенство во всей области определения левой части. 

3.8. Формула перехода к новому основанию логарифмов

В этом пункте рассмотрим важную формулу перехода к новому основанию логарифмов: 
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Доказательство. Положим 
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. Разделив обе части на ненулевое число 
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Пример 6. 
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Пример 7.  
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Полученное в этом примере равенство выполняется на всей области определения, то есть при 
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Исторические сведения

Первоначально  логарифмы появились как удобное средство для приближенного выполнения трудоемких операций умножения и возведения в степень. Для этих целей часто применялись логарифмы с основанием 
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Для вычислений составлялись четырехзначные, пятизначные, восьмизначные таблицы логарифмов и с помощью таких таблиц производились приближенные расчеты. С развитием вычислительной техники роль логарифмических таблиц в вычислениях заметно снизилась. Поэтому мы ограничимся только одним примером.
Пример 8. Найдем количество цифр в десятичной записи числа 
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Решение. 
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 содержит 31 цифру в своей десятичной записи. 

Это интересно

В конце второго параграфа мы рассмотрели показательную функцию 
[image: image167.wmf]x

ye

=

 со специальным основанием 
[image: image168.wmf]e

. Точно так же можно рассмотреть функцию 
[image: image169.wmf]log

e

yx

=

. Эта функция носит особое название — натуральный логарифм и имеет специальное обозначение 
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В математике натуральные логарифмы имеют важное теоретическое значение и иногда возникают в самых неожиданных задачах. Например, при любом натуральном 
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 с точностью до единицы имеет место приближенное равенство 
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3.9. Примеры уравнений и неравенств, содержащих логарифмы

В заключение параграфа приведем сводку основных свойств логарифмов и рассмотрим несколько примеров простейших логарифмических и показательных уравнений и неравенств. 
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Пример 9. Решить уравнение 
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Решение. Нужно найти показатель степени, в которую следует возвести число 2, чтобы получилось 15. По определению логарифма имеем 
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Пример 13. Решить неравенство 
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Пример 15. Решить неравенство 
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Решение. В этом примере важно заметить, что основание 
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Пример 16. Решить неравенство 
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Решение. Перепишем неравенство в виде 
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Как упростить выражение 
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Проверь себя. Логарифмические функции
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
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Какое из указанных множеств есть область определения функции 
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(Правильный вариант: 4)

Какое из указанных множеств является множеством решений неравенства 
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 (Правильный вариант: 3)
Какое из указанных множеств является множеством решений неравенства 
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Какому из указанных выражений равно выражение 
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(Правильный вариант: 4)
Проверь себя. Логарифмические функции
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

Значение каких из указанных выражений равно 
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(Правильные варианты: 1, 2, 3, 4)
Значение каких из указанных выражений равно 2?
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Значение каких из указанных выражений равно 9?
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(Правильные варианты: 2, 3)
Какие из указанных чисел являются рациональными?

[image: image302.wmf]·

1.  
[image: image303.wmf]lg2



[image: image304.wmf]·

2.  
[image: image305.wmf]2

log3



[image: image306.wmf]·

3.  
[image: image307.wmf]9

log3



[image: image308.wmf]·

4.  
[image: image309.wmf]2

log8


(Правильные варианты: 3, 4)
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Словарь терминов
Логарифм. Логарифмом положительного числа 
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