Класс 10. Модуль 08. Геометрический подход к определению касательной
Эта глава имеет чрезвычайно важное значение. Здесь выявляются принципиальные связи между геометрическими объектами — кривыми и касательными к ним — и соответствующими этим геометрическим объектам функциями. Мы сформулируем определение касательных к произвольным кривым и установим их простейшие свойства. Вы научитесь находить уравнения касательных к параболам, эллипсам, гиперболам и некоторым другим линиям, а также использовать эти уравнения для приближенных вычислений. Материал данной главы составит основу для введения в дальнейшем понятий дифференциала и производной. 
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1. Интуитивное представление о касательной 

В практической деятельности часто приходится иметь дело с касательными к некоторым кривым, поэтому у каждого человека складывается свое интуитивное представление о касательной. Приведем несколько наглядных примеров. 

Свет фар автомобиля направлен по касательной к траектории его движения. 

На криволинейных участках железной дороги отдельные рельсы уложены вдоль касательных к железнодорожному пути. 

Натянутая нить, один из концов которой намотан на веретено, направлена по касательной к сечению этого веретена. 

При заточке инструмента на точильном круге искры летят по касательной к точильному кругу. 

Спортивный снаряд, брошенный метателем, начинает полет по касательной к траектории движения руки спортсмена. 

Список аналогичных примеров можно продолжать очень долго. Во всех рассмотренных случаях касательными являются прямые, тесно прилегающие к данным кривым. Разумеется, такое наглядное представление вовсе не является точным определением. Тем не менее оно оказывается очень важным для понимания смысла вводимых далее в этой главе понятий. 

Вопрос. Какие примеры касательных известны вам из повседневного опыта? 

2. Касательная к окружности. 

Напомним, что касательной к окружности называется всякая прямая, имеющая с окружностью единственную общую точку. Это определение вполне согласуется с представлением о касательной как о тесно прилегающей прямой. 

Прямая 
[image: image1.wmf]a

 на рис. 1 не имеет с окружностью общих точек и поэтому вообще не может считаться прилегающей. 

Прямая 
[image: image2.wmf]b

 на рис. 2 не является тесно прилегающей, так как найдутся другие прямые (например, 
[image: image3.wmf]1

b

), которые прилегают к окружности еще теснее. 

Прямая 
[image: image4.wmf]l

 на рис. 3 удовлетворяет как определению касательной, так и нашему интуитивному представлению о ней. 

К сожалению, определение касательных к окружности не распространяется на случай произвольных кривых. Действительно, прямая и кривая на рис. 4 пересекаются в одной точке, однако вряд ли можно считать данную прямую касательной. Напротив, прямая на рис. 5 тесно прилегает к кривой в точке 
[image: image5.wmf]A

, но одновременно имеет с ней еще одну общую точку 
[image: image6.wmf]B

. Если для точки 
[image: image7.wmf]A

 данную прямую и в самом деле естественно считать касательной, то этого никак нельзя сказать о точке 
[image: image8.wmf]B

. 

Наше наблюдение показывает, что понятие касательных следует относить не ко всей кривой вообще, а к отдельным ее точкам. Одна и та же прямая может касаться кривой в одной точке и одновременно пересекать ее в некоторых других. Говоря о касательной к данной кривой, надо всегда уточнять, в какой именно точке происходит касание. При этом нельзя делать никаких выводов о взаимном расположении кривой и касательной вдали от точки касания. 

Вопрос. Может ли прямая касаться кривой в двух различных точках? 

3. Характеристическое свойство касательных к окружности

Вернемся к касанию прямой и окружности и попробуем понять, чем еще отличается касательная от секущей, кроме числа общих точек с окружностью. Это поможет придать точный смысл наглядному представлению о касательной в общем случае. 

Пусть прямая 
[image: image9.wmf]l

 касается окружности 
[image: image10.wmf]O

 в точке 
[image: image11.wmf]A

 (рис. 6). Проведем через точку 
[image: image12.wmf]A

 еще две прямые 
[image: image13.wmf]BE

 и 
[image: image14.wmf]CD

 так, чтобы касательная 
[image: image15.wmf]l

 целиком оказалась в образовавшихся вертикальных углах 
[image: image16.wmf]BAC

 и 
[image: image17.wmf]DAE

. 

Поскольку 
[image: image18.wmf]BE

 и 
[image: image19.wmf]CD

 не касаются данной окружности и имеют с ней по крайней мере одну общую точку 
[image: image20.wmf]A

, то каждая из этих прямых должна пересекаться с окружностью еще в какой-нибудь точке. Обозначим через 
[image: image21.wmf]F

 и 
[image: image22.wmf]G

 вторые точки пересечения окружности с прямыми 
[image: image23.wmf]BE

 и 
[image: image24.wmf]CD

 соответственно. Тогда содержащая точку 
[image: image25.wmf]A

 дуга 
[image: image26.wmf]FAG

 окружности 
[image: image27.wmf]O

 будет целиком расположена в тех же самых вертикальных углах 
[image: image28.wmf]BAC

 и 
[image: image29.wmf]DAE

, где с самого начала лежала касательная 
[image: image30.wmf]l

. 

Прямые 
[image: image31.wmf]BE

 и 
[image: image32.wmf]CD

 были выбраны произвольно. Заменим их какими-нибудь другими прямыми 
[image: image33.wmf]11

BE

 и 
[image: image34.wmf]11

CD

 так, чтобы касательная 
[image: image35.wmf]l

 опять оказалась в вертикальных углах 
[image: image36.wmf]11

BAC

 и 
[image: image37.wmf]11

DAE

, и повторим все приведенные выше рассуждения. Соответствующая дуга 
[image: image38.wmf]11

FAG

 снова будет целиком лежать в тех же самых вертикальных углах 
[image: image39.wmf]11

BAC

 и 
[image: image40.wmf]11

DAE

 (рис. 7). 

Итак, касательная 
[image: image41.wmf]l

 к окружности 
[image: image42.wmf]O

 в точке 
[image: image43.wmf]A

 обладает свойством: 

если пара вертикальных углов с вершиной в точке 
[image: image44.wmf]A

 целиком содержит прямую 
[image: image45.wmf]l

, то она обязательно содержит и некоторую дугу, на которой расположена точка 
[image: image46.wmf]A

. 

Заметим, что если прямая 
[image: image47.wmf]m

, проходящая через точку 
[image: image48.wmf]A

, касательной к окружности не является, то она отмеченным свойством не обладает. Действительно, пусть 
[image: image49.wmf]m

 отсекает от окружности 
[image: image50.wmf]O

 дугу 
[image: image51.wmf]AH

, как на рис. 8. Выберем на окружности точки 
[image: image52.wmf]F

 и 
[image: image53.wmf]G

 так, чтобы 
[image: image54.wmf]F

 лежала на дуге 
[image: image55.wmf]AH

, а 
[image: image56.wmf]G

 — вне этой дуги. Тогда 
[image: image57.wmf]m

 окажется целиком в вертикальных углах, образованных прямыми 
[image: image58.wmf]AF

 и 
[image: image59.wmf]AG

. Но никакой дуги, содержащей точку 
[image: image60.wmf]A

, в этих углах не имеется. 

Таким образом, мы нашли характеристическое свойство касательных к окружности. Иными словами, все касательные обладают этим свойством, а все остальные прямые — нет. Следовательно, данное свойство можно считать новым определением касательной к окружности. 

Вопрос. Какова угловая мера дуги 
[image: image61.wmf]FAG

 на рис. 6, если величина угла 
[image: image62.wmf]BAC

 равна 
[image: image63.wmf]a

? 

4. Общее определение касательной

Попытаемся перенести на произвольные кривые новое определение касательной к окружности, приведенное в предыдущем пункте. Здесь, однако, имеется одна трудность — не совсем ясно, какой точный смысл для случая произвольной кривой имеют слова о дуге, содержащей точку 
[image: image64.wmf]A

. 

Чтобы эту трудность преодолеть, заметим, что если точка 
[image: image65.wmf]A

 лежит на некоторой дуге 
[image: image66.wmf]FG

 окружности 
[image: image67.wmf]O

 и не совпадает ни с одним из ее концов, то этой же дуге принадлежат все достаточно близкие к 
[image: image68.wmf]A

 точки данной окружности. Иначе говоря, на дуге 
[image: image69.wmf]FG

 лежат все точки окружности 
[image: image70.wmf]O

, расстояние от которых до точки 
[image: image71.wmf]A

 не превосходит наименьшей из хорд 
[image: image72.wmf]AF

 и 
[image: image73.wmf]AG

. 

Обратно, рассмотрим множество всех достаточно близких к 
[image: image74.wmf]A

 точек окружности, то есть таких точек, расстояние от которых до 
[image: image75.wmf]A

 не превосходит некоторого положительного числа 
[image: image76.wmf]r

. Для каждого 
[image: image77.wmf]r

, меньшего диаметра окружности 
[image: image78.wmf]O

, это множество будет дугой, середина которой совпадает с точкой 
[image: image79.wmf]A

. 

С учетом этого замечания определение касательной к окружности можно сформулировать так: прямая 
[image: image80.wmf]l

 касается окружности 
[image: image81.wmf]O

 в точке 
[image: image82.wmf]A

, если всякая пара вертикальных углов с вершиной 
[image: image83.wmf]A

, целиком содержащая прямую 
[image: image84.wmf]l

, обязательно содержит все достаточно близкие к 
[image: image85.wmf]A

 точки данной окружности. В такой формулировке определение касательной почти дословно переносится на случай произвольных кривых. 

Пусть 
[image: image86.wmf]A

 — некоторая точка кривой 
[image: image87.wmf]K

, а 
[image: image88.wmf]l

 — проходящая через 
[image: image89.wmf]A

 прямая. Будем говорить, что прямая 
[image: image90.wmf]l

 касается кривой 
[image: image91.wmf]K

 в точке 
[image: image92.wmf]A

, если всякая пара вертикальных углов с вершиной 
[image: image93.wmf]A

, содержащая прямую 
[image: image94.wmf]l

, обязательно содержит все достаточно близкие к 
[image: image95.wmf]A

 точки данной кривой. 

Слова все достаточно близкие к 
[image: image96.wmf]A

 точки данной кривой обозначают совокупность всех точек кривой 
[image: image97.wmf]K

, отстоящих от 
[image: image98.wmf]A

 не более, чем на некоторое положительное число 
[image: image99.wmf]r

. Конкретная величина числа 
[image: image100.wmf]r

 зависит от выбора соответствующих вертикальных углов и может быть любой, хотя бы и очень маленькой (рис. 9). Главное, чтобы такое число существовало для всякой пары вертикальных углов с вершиной 
[image: image101.wmf]A

, содержащей прямую 
[image: image102.wmf]l

. 

Если найдется какая-нибудь пара вертикальных углов с вершиной 
[image: image103.wmf]A

, которая содержит прямую 
[image: image104.wmf]l

, но ни при каком 
[image: image105.wmf]0

r

>

 не содержит всех точек кривой, отстоящих от 
[image: image106.wmf]A

 не более, чем на 
[image: image107.wmf]r

, то прямая 
[image: image108.wmf]l

 не будет касательной к кривой 
[image: image109.wmf]K

 в точке 
[image: image110.wmf]A

 (рис. 10). 

Вопрос. При каких значениях 
[image: image111.wmf]x

 точки параболы 
[image: image112.wmf]2

yx

=

 удалены от 
[image: image113.wmf](24)

A

;

 не более, чем на 1? 

5*. Единственность касательной

Хорошо известно, что в каждой точке окружности существует только одна касательная. Если две прямые касаются окружности в одной точке, то они обязательно совпадают. Спрашивается, можно ли провести несколько касательных в одной и той же точке к произвольной кривой? Покажем, что и здесь также существует не более одной касательной. 

Пусть две различные прямые 
[image: image114.wmf]l

 и 
[image: image115.wmf]m

 проходят через точку 
[image: image116.wmf]A

 кривой 
[image: image117.wmf]K

. Рассмотрим две пары вертикальных углов с вершиной 
[image: image118.wmf]A

, первая из которых содержит прямую 
[image: image119.wmf]l

, а вторая — прямую 
[image: image120.wmf]m

. Величины этих углов всегда можно выбрать настолько малыми, что они не будут иметь кроме 
[image: image121.wmf]A

 никаких других общих точек, как на рисунке 11. Но тогда никакая часть кривой 
[image: image122.wmf]K

 не может одновременно располагаться и в первой, и во второй паре этих вертикальных углов. Следовательно, определение касательной не выполняется одновременно для прямых 
[image: image123.wmf]l

 и 
[image: image124.wmf]m

. Поэтому двух различных касательных к кривой в данной точке не существует, что и требовалось доказать. 

Вопрос. Может ли касательная к кривой иметь с ней бесконечно много общих точек? 

6**. Необязательность существования касательной

 Не следует думать, что всякая кривая имеет касательные в каждой точке. Рассмотрим, например, график функции 
[image: image125.wmf]yx

=||

, изображенный на рис. 12. Никакая прямая, проходящая через точку 
[image: image126.wmf](00)

;

, не является касательной к этому графику. 

В самом деле, если прямая 
[image: image127.wmf]l

 не совпадает ни с одной из ветвей графика, то всегда можно указать пару вертикальных углов с вершиной в начале координат, которая целиком содержит 
[image: image128.wmf]l

, но не включает ни одной точки графика, кроме самого начала координат (рис. 13). 

Пример 2. Пусть 
[image: image129.wmf]l

 совпадает с одной из ветвей графика, например, имеет уравнение 
[image: image130.wmf]yx

=

. Тогда существует пара вертикальных углов с вершиной в начале координат (рис. 14), которая содержит прямую 
[image: image131.wmf]l

, но не включает ни одной точки левой ветви данного графика. Как бы мы ни выбирали положительное число 
[image: image132.wmf]r

, точки левой ветви, удаленные от начала координат менее, чем на 
[image: image133.wmf]r

, никогда не попадут в указанные углы. 

Аналогичное рассуждение показывает, что прямая 
[image: image134.wmf]yx

=-

 тоже касательной не является. Таким образом, график функции 
[image: image135.wmf]yx

=||

 вообще не имеет касательной в точке 
[image: image136.wmf](00)

;

. 

Отсутствие касательной в приведенном примере можно объяснить наличием угловой точки или, как еще говорят, излома на графике функции 
[image: image137.wmf]yx

=||

. Касательная к правой ветви графика совпадает с прямой 
[image: image138.wmf]yx

=

, а касательная к левой ветви — с прямой 
[image: image139.wmf]yx

=-

, поэтому общей касательной к обеим ветвям в точке 
[image: image140.wmf](00)

;

 не существует. 

Однако не каждый излом кривой приводит к отсутствию касательной. Рассмотрим кривую 
[image: image141.wmf]K

 на рис. 15, составленную из половин двух окружностей, касающихся друг друга внешним образом в точке 
[image: image142.wmf]A

. Несмотря на то, что 
[image: image143.wmf]K

 имеет излом в точке 
[image: image144.wmf]A

, касательная в этой точке все-таки существует: ею будет общая касательная 
[image: image145.wmf]l

 к тем самым окружностям, из половин которых составлена линия 
[image: image146.wmf]K

. 

Вопрос. Как доказать, что прямая 
[image: image147.wmf]l

 на рис. 15 удовлетворяет определению касательной в точке 
[image: image148.wmf]A

 по отношению к кривой 
[image: image149.wmf]K

? 

Проверь себя. Касательная.

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Каким может быть максимальное число касательных, проведенных через данную точку к данной окружности в зависимости от их взаимного расположения?

1. 0

2. 1

3. 2

4. много

Ответ: 1, 2, 3.

Сколько общих точек могут иметь кривая и касательная к ней?

1. 0

2. 1

3. конечное число

4. бесконечное число

Ответ: 2, 3, 4.

Сколько точек касания может быть у данной кривой и данной прямой?

1. 0

2. 1

3. конечное число

4. бесконечное число

Ответ: 1, 2, 3, 4.

Прямая может быть касательной к данной кривой в данной точке, несмотря на то, что

1. Она имеет более одной общей точки с данной кривой

2. Как угодно близко к данной точке имеются точки кривой, расположенные по разные стороны от данной прямой

3. Кривая имеет «излом» в данной точке

4. Существует две различные прямые, проходящие через данную точку и не имеющие других общих точек с данной кривой 

Ответы: 1, 2, 3, 4.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

В какой из перечисленных точек функция 
[image: image150.wmf]12

yxx

=++

 не имеет касательных?

1. -2

2. -1

3. 1

4. 2

Ответ: 2.

Выбрать точку, в которой график функции 
[image: image151.wmf]2

12

yxx

=+--

 не имеет касательной.

1. -1

2. 0

3. 1

4. 2

Ответ: 3.

Указать функцию, имеющую касательную в точке (0,0)

1. 
[image: image152.wmf]sin

yx

=


2. 
[image: image153.wmf]yx

=


3. 
[image: image154.wmf]tg

yx

=


4. 
[image: image155.wmf]2

yx

=


Ответ: 2

Указать кривую, через некоторую точку которой можно провести две различные прямые, являющиеся касательными к ней.

1. 
[image: image156.wmf]1

xy

=


2. 
[image: image157.wmf]22

1

xy

+=


3. 
[image: image158.wmf]2

yx

=


4. 
[image: image159.wmf]3

yx

=


Ответ: 4.

Миниисследование. Является ли ось ординат касательной к функции 
[image: image160.wmf]1,

при0,

sign0,

при0,

1,

при0.

x

yxx

x

>

ì

ï

===

í

ï

-<

î

 в точке (0,0)?

Домашнее задание

1. Окружность с центром 
[image: image161.wmf]O

 касается прямой 
[image: image162.wmf]m

 в точке 
[image: image163.wmf]A

. Прямая 
[image: image164.wmf]n

 проходит через точку 
[image: image165.wmf]A

, образует угол в 
[image: image166.wmf]1

o

 с прямой 
[image: image167.wmf]m

 и пересекает окружность в точке 
[image: image168.wmf]B

. Найдите величину угла 
[image: image169.wmf]ABO

. 

2. Дан угол в 
[image: image170.wmf]60

o

 с вершиной 
[image: image171.wmf]A

. Окружность 
[image: image172.wmf]S

 касается сторон этого угла в точках 
[image: image173.wmf]B

 и 
[image: image174.wmf]C

. Прямая 
[image: image175.wmf]n

 проходит через точку 
[image: image176.wmf]A

, образует угол в 
[image: image177.wmf]2

o

 с прямой 
[image: image178.wmf]AB

 и пересекает окружность 
[image: image179.wmf]S

 в точках 
[image: image180.wmf]M

 и 
[image: image181.wmf]K

. Найдите величину угла 
[image: image182.wmf]MCK

. 

3. Через точку 
[image: image183.wmf]A

 окружности проведены касательная 
[image: image184.wmf]m

 и прямая 
[image: image185.wmf]n

, образующая угол 
[image: image186.wmf]5

o

 с прямой 
[image: image187.wmf]m

 и пересекающая окружность в точке 
[image: image188.wmf]B

. В каком отношении делят длину окружности точки 
[image: image189.wmf]A

 и 
[image: image190.wmf]B

? 

4. На окружности с центром 
[image: image191.wmf]O

 отмечены точки 
[image: image192.wmf]A

 и 
[image: image193.wmf]B

 так, что угол 
[image: image194.wmf]AOB

 равен 
[image: image195.wmf]1

o

. Найдите угол: 

а) между касательной к окружности, проведенной в точке 
[image: image196.wmf]A

, и хордой 
[image: image197.wmf]AB

; 

б) между касательными, проведенными к окружности в точках 
[image: image198.wmf]A

 и 
[image: image199.wmf]B

. 

5. Через точку 
[image: image200.wmf]A

 окружности проведена касательная 
[image: image201.wmf]m

 и две прямые 
[image: image202.wmf]n

 и 
[image: image203.wmf]k

, образующие с прямой 
[image: image204.wmf]m

 угол в 
[image: image205.wmf]1

o

. Какую часть окружности содержат острые вертикальные углы между прямыми 
[image: image206.wmf]n

 и 
[image: image207.wmf]k

? 

6**. К окружности в точке 
[image: image208.wmf]A

 проведена касательная 
[image: image209.wmf]m

. Под каким углом к прямой 
[image: image210.wmf]m

 нужно провести через точку 
[image: image211.wmf]A

 две прямые 
[image: image212.wmf]n

 и 
[image: image213.wmf]k

, чтобы острые вертикальные углы между прямыми 
[image: image214.wmf]n

 и 
[image: image215.wmf]k

 содержали тысячную часть окружности? 

7. Окружность радиуса 1 м касается прямой 
[image: image216.wmf]m

 в точке 
[image: image217.wmf]A

. Точка 
[image: image218.wmf]B

 окружности находится на расстоянии 1 см от прямой 
[image: image219.wmf]m

. Найдите расстояние 
[image: image220.wmf]AB

. 

8. Докажите, что прямая 
[image: image221.wmf]1

10

yx

=

 не является касательной к параболе 
[image: image222.wmf]2

yx

=

 в точке 
[image: image223.wmf](00)

;

. 
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