Класс 10. Модуль 08. Геометрический подход к определению касательной
Урок 2. Уравнение касательной
План урока

1. Уравнение прямой в прямоугольной системе координат (повторение)

2. Наглядный смысл коэффициента k в уравнении прямой

3. Определение касательной в терминах угловых коэффициентов

4. Необходимое условие существования касательной

5. Достаточное условие существования касательной

Тесты

Мини исследование

Домашнее задание

1. Уравнение прямой в прямоугольной системе координат (повторение)

В этом параграфе будут сформулированы общие правила построения касательных к произвольным кривым, заданным при помощи уравнений в декартовой системе координат. Всякая касательная является прямой линией, поэтому сначала напомним понятия и термины, связанные с уравнением прямой. 

Выберем на плоскости прямоугольную систему координат с началом 
[image: image1.wmf]O

 и осями 
[image: image2.wmf]x

, 
[image: image3.wmf]y

. Пусть 
[image: image4.wmf]l

 — любая прямая, не параллельная оси 
[image: image5.wmf]y

. Тогда ее уравнение можно записать в виде: 



[image: image6.wmf]ykxb
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Наоборот, всякое уравнение вида (1) задает некоторую прямую. 

Вопрос. Каково уравнение прямой, проходящей через точки 
[image: image7.wmf](21)

;

 и 
[image: image8.wmf](12)

-;

? 

2. Наглядный смысл коэффициента k в уравнении прямой

Коэффициент 
[image: image9.wmf]k

 в уравнении (1) имеет наглядный геометрический смысл. Рассмотрим две любые различные точки 
[image: image10.wmf]11
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Pxy

;

 и 
[image: image11.wmf]22
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Qxy

;

, принадлежащие прямой 
[image: image12.wmf]l

. Их координаты удовлетворяют уравнению (1). Иными словами, 



[image: image13.wmf]1122
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Вычитая первое равенство из второго, получим 



[image: image14.wmf]2121
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Так как 
[image: image15.wmf]12
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, то отсюда 
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С другой стороны, обозначим через 
[image: image17.wmf]a

 - угол, отсчитываемый против часовой стрелки и образованный положительным направлением оси 
[image: image18.wmf]x

 с прямой 
[image: image19.wmf]l

. Если этот угол острый (рис. 1), то он равен углу 
[image: image20.wmf]P

 в прямоугольном треугольнике 
[image: image21.wmf]PQR

. Так как разность 
[image: image22.wmf]21
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 равна длине катета 
[image: image23.wmf]QR

, а разность 
[image: image24.wmf]21
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 — длине катета 
[image: image25.wmf]PR

, то 



[image: image26.wmf]21

21

yy

QR

tg

PRxx

a

-

==.

-


По формуле (2) коэффициент 
[image: image27.wmf]k

 совпадает с тангенсом угла 
[image: image28.wmf]a

. Если угол 
[image: image29.wmf]a

 тупой (рис. 2), то он смежный с углом 
[image: image30.wmf]P

. Так как в этом случае 
[image: image31.wmf]21
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откуда 



[image: image34.wmf]21

21

()

yy

tgtgQPR

xx

a

-

=-Ð=.

-


Таким образом, коэффициент 
[image: image35.wmf]k

 в уравнении (1) равен тангенсу угла 
[image: image36.wmf]a

, образованного положительным лучом оси 
[image: image37.wmf]x

 с прямой 
[image: image38.wmf]l

 и отсчитываемого против хода часовой стрелки. 

В связи с указанным свойством коэффициент 
[image: image39.wmf]k

 называют также угловым коэффициентом, коэффициентом наклона или даже просто наклоном прямой 
[image: image40.wmf]l

. 

Если известны наклон 
[image: image41.wmf]k

 некоторой прямой 
[image: image42.wmf]l

 и лежащая на ней точка 
[image: image43.wmf]00
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Axy
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, то нетрудно восстановить уравнение прямой. В самом деле, это уравнение должно иметь вид (1), где число 
[image: image44.wmf]k

 задано. Подставив в него координаты точки 
[image: image45.wmf]A

, найдем число 
[image: image46.wmf]b

: 
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Следовательно, искомое уравнение прямой 
[image: image48.wmf]l

 записывается так: 
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Вопрос. Чему равняется наклон прямой с уравнением 
[image: image50.wmf]7
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3. Определение касательной в терминах угловых коэффициентов

Рассмотрим какую-нибудь кривую 
[image: image51.wmf]K

 на координатной плоскости. Выберем на 
[image: image52.wmf]K

 произвольную точку 
[image: image53.wmf]00
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Axy

;

 и попытаемся найти уравнение касательной в этой точке. 

Проведем через точку 
[image: image54.wmf]A

 прямую 
[image: image55.wmf]l

 с уравнением (3) и неизвестным пока угловым коэффициентом 
[image: image56.wmf]k

. Выясним, какому условию следует подчинить коэффициент 
[image: image57.wmf]k

, чтобы эта прямая удовлетворяла общему определению касательной. 

Возьмем любую пару вертикальных углов с вершиной 
[image: image58.wmf]A

, целиком содержащую прямую 
[image: image59.wmf]l

, как на рис. 3. Через 
[image: image60.wmf]1

k

 и 
[image: image61.wmf]2

k

 обозначим угловые коэффициенты прямых, образующих стороны этих углов. Для определенности будем считать, что 
[image: image62.wmf]12
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. Тогда угловой коэффициент прямой 
[image: image63.wmf]l

 окажется больше, чем 
[image: image64.wmf]1
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, и меньше, чем 
[image: image65.wmf]2

k

: 
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Полученное неравенство означает, что число 
[image: image67.wmf]k

 принадлежит промежутку 
[image: image68.wmf]12
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. 

Допустим, что 
[image: image69.wmf]l

 — касательная. Тогда данная пара вертикальных углов должна содержать каждую достаточно близкую к 
[image: image70.wmf]A

 точку на кривой 
[image: image71.wmf]K

. Если 
[image: image72.wmf]()

Pxy

;

 — такая точка, то прямая 
[image: image73.wmf]AP

 также содержится в указанной паре вертикальных углов, как на рис. 4. Ее угловой коэффициент опять окажется больше, чем 
[image: image74.wmf]1

k

, и меньше, чем 
[image: image75.wmf]2

k

. Вычислив этот коэффициент по формуле (2), получим 
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Следовательно, угловой коэффициент прямой 
[image: image77.wmf]AP

 принадлежит тому же самому промежутку 
[image: image78.wmf]12

()

kk

,
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Таким образом, мы пришли к свойству касательной, выражаемому через угловые коэффициенты: 

если прямая 
[image: image79.wmf]l

 касается кривой 
[image: image80.wmf]K

 в точке 
[image: image81.wmf]A

, то всякий интервал, которому принадлежит угловой коэффициент прямой 
[image: image82.wmf]l

, содержит также угловые коэффициенты прямых, соединяющих 
[image: image83.wmf]A

 со всеми достаточно близкими точками данной кривой. 

Как и ранее слова все достаточно близкие к 
[image: image84.wmf]A

 точки данной кривой означают совокупность всех точек кривой 
[image: image85.wmf]K

, отстоящих от 
[image: image86.wmf]A

 не более, чем на некоторое положительное число 
[image: image87.wmf]r

. Величина 
[image: image88.wmf]r

 зависит от выбора интервала 
[image: image89.wmf]12
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. При изменении этого интервала значение 
[image: image90.wmf]r

 также может меняться. Важно лишь, чтобы такое число существовало для каждого интервала, содержащего число 
[image: image91.wmf]k

. 

Можно сказать, что угловой коэффициент прямой 
[image: image92.wmf]AP

 стремится к угловому коэффициенту касательной, когда точка 
[image: image93.wmf]P

 приближается к 
[image: image94.wmf]A

 вдоль кривой 
[image: image95.wmf]K

. Точный смысл слова стремиться разъясняется в последующих пунктах. 

Вопрос. Как указать интервал длины 
[image: image96.wmf]1

100

, содержащий число 
[image: image97.wmf]2
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4. Необходимое условие существования касательной

Сопоставляя неравенства (4) и (5) из предыдущего пункта, заключаем, что угловые коэффициенты обеих прямых 
[image: image98.wmf]l

 и 
[image: image99.wmf]AP

 принадлежат промежутку 
[image: image100.wmf]12
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. Значит, модуль разности этих коэффициентов меньше длины данного промежутка. Обозначив длину интервала 
[image: image101.wmf]12
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 через 
[image: image102.wmf]e

, заключаем 
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Поскольку длина интервала 
[image: image104.wmf]12

()

kk

,

 могла быть какой угодно, то и 
[image: image105.wmf]e

 также может быть любым положительным числом. Когда прямая с угловым коэффициентом 
[image: image106.wmf]k

 касается кривой 
[image: image107.wmf]K

, неравенство (6) должно выполняться для всех точек 
[image: image108.wmf]()
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 кривой 
[image: image109.wmf]K

, достаточно близких к точке 
[image: image110.wmf]A

. Поэтому 

каким бы ни было положительное число 
[image: image111.wmf]e

, всегда найдется такой круг с центром 
[image: image112.wmf]A

, что неравенство (6) выполняется для всех точек 
[image: image113.wmf]()
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;

 кривой 
[image: image114.wmf]K

 из этого круга. 

В таких случаях число 
[image: image115.wmf]k

 называют пределом угловых коэффициентов прямых 
[image: image116.wmf]AP

 при стремлении точки 
[image: image117.wmf]P

 к точке 
[image: image118.wmf]A

 вдоль кривой 
[image: image119.wmf]K

. 

Итак, если касательная в точке 
[image: image120.wmf]A

 существует, то ее угловой коэффициент можно найти как предел угловых коэффициентов секущих 
[image: image121.wmf]AP

, когда точка 
[image: image122.wmf]P

 стремится к 
[image: image123.wmf]A

 вдоль кривой 
[image: image124.wmf]K

. Следовательно, существование данного предела необходимо для существования касательной. 

Вопрос. Как сформулировать необходимое условие существования касательной в виде теоремы: Если …, то …? 

5. Достаточное условие существования касательной

Покажем, что существование указанного в предыдущем пункте предела не только необходимо, но и достаточно для существования касательной. Иными словами, если некоторое число 
[image: image125.wmf]k

 удовлетворяет приведенному определению предела, то прямая 
[image: image126.wmf]l

 с угловым коэффициентом 
[image: image127.wmf]k

, проходящая через точку 
[image: image128.wmf]A

, является касательной. 

Проверим для этой прямой определение касательной из пункта 2.3. Выберем два любых числа 
[image: image129.wmf]1
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 и 
[image: image130.wmf]2
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 так, чтобы выполнялось неравенство 
[image: image131.wmf]12
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, и обозначим через 
[image: image132.wmf]e

 наименьшую из разностей 
[image: image133.wmf]1
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[image: image134.wmf]2
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Для данного 
[image: image135.wmf]e

 найдем соответствующий круг с центром в точке 
[image: image136.wmf]A

, исходя из определения предела. Если взять теперь в этом круге любую точку 
[image: image137.wmf]()
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, лежащую на кривой 
[image: image138.wmf]K

, то для ее координат 
[image: image139.wmf]x

 и 
[image: image140.wmf]y

 будет выполнено неравенство (6). Отсюда 
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Из полученных неравенств, в частности, вытекает следующая цепочка соотношений 
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Следовательно, угловой коэффициент прямой 
[image: image144.wmf]AP

 заключен в интервале 
[image: image145.wmf]12
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, а это значит, что выполняется определение касательной из пункта 2.3. 

Вопрос. Как доказать, что если предел угловых коэффициентов прямых 
[image: image146.wmf]AP

 при стремлении точки 
[image: image147.wmf]P

 к точке 
[image: image148.wmf]A

 вдоль кривой 
[image: image149.wmf]K

 существует, то такой предел — единственный? 

Проверь себя. Касательная

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

На координатной плоскости изображена парабола 
[image: image150.wmf]2
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 и проведены две прямые 
[image: image151.wmf]100
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 и 
[image: image152.wmf]100
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. Указать такие промежутки на оси х, чтобы соответствующие им точки параболы лежали внутри острых углов, образованных этими прямыми.

1. (-0.1, 0.1)

2. (-0.02, 0.02)

3. (-0.01, 0.01)

4. (-0.005, 0.005)

Ответ: 3, 4.

Выбрать функции, которые не имеют касательной при 
[image: image153.wmf]1
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1. 
[image: image154.wmf](1)1
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2. 
[image: image155.wmf]1(1)
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3. 
[image: image156.wmf](1)1
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4. 
[image: image157.wmf](1)1
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Ответ: 1, 3.

Касательная к какой из функций при 
[image: image158.wmf]1

x

=

 параллельна прямой 
[image: image159.wmf]yx
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1. 
[image: image160.wmf]ln
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2. 
[image: image161.wmf]ln2
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3. 
[image: image162.wmf]ln3
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4. 
[image: image163.wmf]ln4
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Ответ: 1, 2, 3, 4.

Заданы две пересекающиеся прямые 
[image: image164.wmf]210è410
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. Выбрать из перечисленных ниже прямых такие, которые целиком лежат в остром угле между заданными прямыми.

1. 
[image: image165.wmf]320
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2. 
[image: image166.wmf]5230
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3. 
[image: image167.wmf]7240
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4. 
[image: image168.wmf]320
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Ответ: 1, 2.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Угловой коэффициент касательной к графику функции у = x2 + х3 при х = -1 равен
1. –2

2. –1

3. 1

4. 2

Ответ: 3.

В какой точке касательная к графику функции у = 1 - х2 - x3 параллельна прямой у = 5х-1?

1. –2

2. 0

3. 1

4. 2

Ответ: 4.
Для какого значения параметра а график функции 
[image: image169.wmf]4
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 лежит в остром угле между прямыми 
[image: image170.wmf]è
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[image: image171.wmf]1
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[image: image172.wmf]1
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3. 
[image: image173.wmf]2
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4. 
[image: image174.wmf]6
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Ответ: 3.

Через точки 
[image: image175.wmf](24)
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 и 
[image: image176.wmf]2
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 графика функции 
[image: image177.wmf]2
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, проводится секущая при каждом 
[image: image178.wmf]nN
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. Какому из перечисленных ниже чисел равен предел последовательности угловых коэффициентов этих секущих?

1. 1

2. 2

3. 3

4. 4

Ответ: 4.

Миниисследование. Может ли график функции иметь касательную в точке разрыва?

Домашнее задание

1. Найти уравнение прямой, проходящей через точки: 

	а) 
[image: image179.wmf](32)

A

;

, 
[image: image180.wmf](14)

B

-;-

; 
	б) 
[image: image181.wmf](21)

A

-;

, 
[image: image182.wmf](14)

B

;

; 

	в) 
[image: image183.wmf](56)

A

-;

, 
[image: image184.wmf](53)

B

-;

;
	г) 
[image: image185.wmf](47)

A

;

, 
[image: image186.wmf](25)

B

-;

; 

	д) 
[image: image187.wmf](31)

A

;

, 
[image: image188.wmf](233)

B

;;

 
	е) 
[image: image189.wmf](22)

A

;-

, 
[image: image190.wmf](422)

B

;.

 


2. Найти угловой коэффициент прямой, проходящей через точки: 

а) 
[image: image191.wmf](43)

A

;

, 
[image: image192.wmf](21)

B

-;

; 

б) 
[image: image193.wmf](37)

A
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, 
[image: image194.wmf](51)

B

;-

; 

в) 
[image: image195.wmf](1525)

A
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, 
[image: image196.wmf](135235)

B

+;-

. 

3. Найти уравнения медиан треугольника с вершинами: 

а) 
[image: image197.wmf](00)

A

;

, 
[image: image198.wmf](04)

B

;

, 
[image: image199.wmf](33)

C

;

; 

б) 
[image: image200.wmf](21)

A

-;-

, 
[image: image201.wmf](63)

B

;

, 
[image: image202.wmf](25)

C

;

; 

в) 
[image: image203.wmf](13)

A

;

, 
[image: image204.wmf](31)

B

-;

, 
[image: image205.wmf](13)

C

-;-

. 

4. Найти угол, который образует прямая с положительным лучом оси 
[image: image206.wmf]Ox

, если прямая имеет уравнение: 

	а) 
[image: image207.wmf]2332

yx

+=-

;
	б) 
[image: image208.wmf]241

xy

+=

; 

	в) 
[image: image209.wmf]350

xy

--=

;
	г) 
[image: image210.wmf]23210

yx

+-=

; 

	д) 
[image: image211.wmf]22310

yx

-+=

. 
	


5. Написать уравнение прямой с угловым коэффициентом 
[image: image212.wmf]53

, проходящей через точку 
[image: image213.wmf](12)

-;

. 

6. Найти угол между прямыми: 

	а) 
[image: image214.wmf]1

yx

=-

 и 
[image: image215.wmf]31

yx

==

;
	б) 
[image: image216.wmf]2

yx

=--

 и 
[image: image217.wmf]1

3

1

yx

=+

; 

	в) 
[image: image218.wmf]1

yx

=+

 и 
[image: image219.wmf]21

yx

=+

;
	г) 
[image: image220.wmf]3

yx

=

 и 
[image: image221.wmf]41

yx

=-

. 


7. Изобразить несколько прямых, проходящих через начало координат, угловой коэффициент которых находится между угловыми коэффициентами прямых: 

	а) 
[image: image222.wmf]2

yx

=

 и 
[image: image223.wmf]3

yx

=

;
	б) 
[image: image224.wmf]2

yx

=

 и 
[image: image225.wmf]3

yx

=-

; 

	в) 
[image: image226.wmf]2

yx

=-

 и 
[image: image227.wmf]3

yx

=

;
	г) 
[image: image228.wmf]2

yx

=-

 и 
[image: image229.wmf]3

yx

=-

. 


8*. Через точки 
[image: image230.wmf](11)

A

;

 и 
[image: image231.wmf]11

(11)

n

nn

B

-;-

 графика функции 
[image: image232.wmf]yx

=

 проводится секущая при каждом 
[image: image233.wmf]nN

Î

. Найти предел последовательности угловых коэффициентов этих секущих. 

9*. Через точки 
[image: image234.wmf]1

2

(2)

A

;

 и 
[image: image235.wmf]21

21

()

nn

n

nn

B

+

+

;

 графика функции 
[image: image236.wmf]1

x

y

=

 проводится секущая при каждом 
[image: image237.wmf]nN

Î

. Найти предел последовательности угловых коэффициентов этих секущих. 

Рисунки (названия файлов)

Рисунок 1 – fig16.eps
Рисунок 2 - fig17.eps
Рисунок 3 - fig18.eps
Рисунок 4 - fig19.eps
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