Модуль 4. Сечения
В этом модуле рассматриваются общие подходы к построению сечений и основные способы построения сечений многогранников. Приводятся примеры использования сечений на практике. 

Урок 1. Построение сечений по трем точкам

План урока

· Вспомогательные задачи, возникающие при построении сечений
· Пересекающиеся и скрещивающиеся прямые
· Построение прямой, проходящей через заданную точку и пересекающей две заданных скрещивающиеся прямые
· Пересечение двух плоскостей

· Пересечение прямой и плоскости
· Построение сечения по трем точкам, лежащим на различных гранях многогранника
· Проверь себя. Построение сечений по трем точкам

· Домашнее задание

Цели урока:

Этот урок посвящен изучению общих подходов к решению задач на построение сечений. Рассматриваются вспомогательные задачи, возникающие при построении сечений. Особенное внимание уделяется определению по чертежу скрещивающихся и пересекающихся прямых. Материал урока в значительной степени можно считать повторением изученного ранее.
Вспомогательные задачи, возникающие при построении сечений.
Мы несколько раз рассматривали примеры задач на построение сечений многогранников некоторой плоскостью. Чтобы построить сечение многогранника плоскость необходимо найти пересечения плоскости с гранями многогранника. Заметим, что решение каждой такой задачи представляет собой последовательное решение частных вспомогательных задач. Среди них можно выделить задачи следующего вида: 

· построить точку пеcресечения двух прямых; 

· построить точку пересечения прямой и плоскости; 

· построить линию пересечения двух плоскостей. 

В этом параграфе мы на примерах покажем, что решение каждой из перечисленных основных задач неразрывно связано с остальными задачами. 

Вопрос Какой многоугольник может получиться при пересечении четырехугольной пирамиды плоскостью? 

(Подсказка: каждая сторона многоугольника сечения является пересечением плоскости сечения с одной из граней многогранника, поэтому сторон треугольника не больше чем граней у многогранника. Ответ: треугольник или четырехугольник.)

Одной из вспомогательных задач, которую часто приходится решать на различных этапах построения сечений, является задача нахождения сечений двугранного угла плоскостью, проходящей через три лежащих на его сторонах точки. Остановимся на ней подробней. Пусть дан двугранный угол вершиной которого является прямая m. Точки A и B лежат на одной его стороне, а С на другой. Тогда сечение пересекает плоскость первой стороны двугранного угла по прямой AB. Возможны два случая.
Первый случай: прямая AB пересекается с прямой m в точке K, (рис 1). Точки K и C принадлежат одновременно сечению и второй грани двугранного угла, следовательно, они пересекаются по прямой KC.
Второй случай: прямая AB параллельна прямой m (рис 2). Тогда по признаку параллельности прямой и плоскости AB параллельна второй грани двугранного угла. В этом случае плоскость сечения ABC пересекает вторую грань по прямой параллельной AB по свойству параллельных прямой и плоскости (вставить ссылку на второй урок четвертого модуля).
Пересекающиеся и скрещивающиеся прямые.
При построении в пространстве точки пересечения двух прямых необходимо доказать, что они пересекаются, то есть существует плоскость, содержащая обе эти прямые. 
Пример 1. В основании четырехугольной пирамиды 
[image: image1.wmf]SABCD

 лежит квадрат 
[image: image2.wmf]ABCD

. Точка 
[image: image3.wmf]K

 — середина ребра 
[image: image4.wmf]SB

, точка 
[image: image5.wmf]L

 — середина ребра 
[image: image6.wmf]SC

. Построить точку пересечения прямых 
[image: image7.wmf]AL

 и 
[image: image8.wmf]DK

. 

Решение. Так как KL║BC и BC║AD, то KL║AD. Отсюда следует, что прямые 
[image: image9.wmf]KL

 и 
[image: image10.wmf]AD

 лежат в одной плоскости. Эта плоскость пересекает данную пирамиду так, что в сечении получается трапеция 
[image: image11.wmf]AKLD

 (рис 3). Следовательно, 
[image: image12.wmf]AL

 и 
[image: image13.wmf]DK

 пересекаются в точке 
[image: image14.wmf]P

 как диагонали трапеции 
[image: image15.wmf]AKLD

. Из подобия треугольников 
[image: image16.wmf]APD

 и 
[image: image17.wmf]KPL

 находим, что 
[image: image18.wmf]21
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. Это позволяет точно представить положение точки пересечения прямых 
[image: image19.wmf]AL

 и 
[image: image20.wmf]DK

. 

Заметим, что в некоторых случаях попытки найти плоскость, содержащую две данные прямые, могут оказаться неудачными. Тогда, опираясь на признаки скрещивающихся прямых (вставить ссылку на первый урок четвертого модуля), можно постараться доказать, что данные прямые не пересекаются. 

Пример 2. Пусть дана четырехугольная пирамида 
[image: image21.wmf]SABCD

. На рис. 4, изображающем пирамиду, прямые 
[image: image22.wmf]SD

 и 
[image: image23.wmf]BC

 пересекаются. Однако в пространстве эти прямые не пересекаются. Действительно, рассмотрим плоскость основания 
[image: image24.wmf]ABCD

, содержащую прямую 
[image: image25.wmf]BC

. Прямая 
[image: image26.wmf]SD

 не лежит в этой плоскости и пересекает плоскость 
[image: image27.wmf]ABCD

 в точке 
[image: image28.wmf]D

. Так как точка 
[image: image29.wmf]D

 не лежит на прямой 
[image: image30.wmf]BC

, то по соответствующему признаку прямые 
[image: image31.wmf]SD

 и 
[image: image32.wmf]BC

 – скрещивающиеся, а поэтому не пересекаются. 

Вопрос Пусть 
[image: image33.wmf]1111

ABCDABCD

 — куб, точка 
[image: image34.wmf]M

  – середина 
[image: image35.wmf]AD

, точка 
[image: image36.wmf]N

 — середина 
[image: image37.wmf]CD

 (рис. 5). Как построить точку пересечения прямых 
[image: image38.wmf]1

AN

 и 
[image: image39.wmf]1

CM

? 

(Подсказка: так как прямые A1C1 и NM параллельны, то прямые 
[image: image40.wmf]1

AN

 и 
[image: image41.wmf]1

CM

 пересекаются.)

Построение прямой, проходящей через заданную точку и пересекающей две заданных скрещивающиеся прямые.

В этом пункте рассмотрим следующую задачу. 

Пример 3. Дан куб 
[image: image42.wmf]1111

ABCDABCD

, точка 
[image: image43.wmf]M

 – середина ребра 
[image: image44.wmf]CD

. Построить прямую, проходящую через точку 
[image: image45.wmf]M

 и пересекающая прямые 
[image: image46.wmf]1

AB

 и 
[image: image47.wmf]1

BC

 в точках 
[image: image48.wmf]P

 и 
[image: image49.wmf]Q

. 

Решение. Пересекающиеся прямые всегда содержатся в одной плоскости. Поэтому неизвестная прямая и, например, прямая 
[image: image50.wmf]1

AB

 лежат в одной плоскости. Так как эта плоскость содержит точки 
[image: image51.wmf]M

, 
[image: image52.wmf]A

, 
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B

, то мы можем ее построить (рис. 6). Далее заметим, что прямые 
[image: image54.wmf]1
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 и 
[image: image55.wmf]1
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 лежат в плоскости 
[image: image56.wmf]11

BBCC

, а поэтому пересекаются в точке, которую обозначим через 
[image: image57.wmf]Q

. Проведя в плоскости 
[image: image58.wmf]1

ABX

 прямую 
[image: image59.wmf]MQ

, сможем найти точку 
[image: image60.wmf]P

 ее пересечения с прямой AB1 (рис. 7). Прямая 
[image: image61.wmf]MQ

 – искомая, так как пересекает и прямую 
[image: image62.wmf]1

BC

, и прямую 
[image: image63.wmf]1

AB

. 

Пересечение двух плоскостей.

Построение линии пересечения двух плоскостей связано с нахождением их общих точек. Для этого рассматривают в заданных плоскостях некоторые вспомогательные прямые и находят их точки пересечения. 

Пример 4. В кубе 
[image: image64.wmf]1111
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 построить прямую пересечения плоскостей 
[image: image65.wmf]1

ABC

 и 
[image: image66.wmf]1

BCD

. 

Решение. Сначала рассмотрим прямую 
[image: image67.wmf]1

BC

 плоскости 
[image: image68.wmf]1

ABC

 и прямую 
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BC

 плоскости 
[image: image70.wmf]1

BCD

. Эти прямые лежат в плоскости 
[image: image71.wmf]11
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 и пересекаются в точке 
[image: image72.wmf]E

 как диагонали квадрата (рис. 8). 

Затем рассмотрим прямую 
[image: image73.wmf]AC

 плоскости 
[image: image74.wmf]1
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 и прямую 
[image: image75.wmf]BD

 плоскости 
[image: image76.wmf]1
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. Эти прямые лежат в плоскости 
[image: image77.wmf]ABCD

 и пересекаются в точке 
[image: image78.wmf]F

 как диагонали квадрата (рис. 9).

Таким образом, плоскости 
[image: image79.wmf]1

ABC

 и 
[image: image80.wmf]1

BCD

 пересекаются по прямой 
[image: image81.wmf]EF

, проходящей через центры граней 
[image: image82.wmf]11
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 и 
[image: image83.wmf]ABCD

 (рис. 10). 

Вопрос. Как доказать, что в кубе 
[image: image84.wmf]111
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 плоскости 
[image: image85.wmf]1
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 и 
[image: image86.wmf]11

ACD

 не пересекаются? 

(Подсказка: доказать что плоскости параллельны, так как содержат две пары параллельных прямых)

Пересечение прямой и плоскости.

Нахождение точки пересечения прямой с плоскостью чаще всего требует дополнительных построений. Дополнительные построения можно выполнять по-разному, при этом решение одной и той же задачи по сложности может оказаться разным. 

Пример 5. В кубе 
[image: image87.wmf]111

ABCDABCD

 точка 
[image: image88.wmf]M

 — центр грани AA1DD1, точка N — центр грани CC1D1D. Построить точку пересечения прямой MN с плоскостью BB1C1C.
Первое решение. Построим вспомогательную плоскость 
[image: image89.wmf]a

, проходящую через середины ребер 
[image: image90.wmf]1

AA

, 
[image: image91.wmf]111
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 (рис. 11). Плоскость 
[image: image92.wmf]a

 содержит точки 
[image: image93.wmf]M

, 
[image: image94.wmf]N

 и пересекает плоскость грани 
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BBCC

 по прямой 
[image: image96.wmf]QR

. Следовательно, прямые 
[image: image97.wmf]MN

 и 
[image: image98.wmf]QR

 пересекаются в некоторой точке 
[image: image99.wmf]X

. Так как 
[image: image100.wmf]X

 принадлежит и прямой 
[image: image101.wmf]MN

, и плоскости 
[image: image102.wmf]11

BBCC

, то требуемая точка построена. 

Для определения положения точки 
[image: image103.wmf]X

 рассмотрим рис. 12. Установив равенство треугольников 
[image: image104.wmf]MNS

 и 
[image: image105.wmf]XNR

, получаем 
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Второе решение. Построим вспомогательную плоскость 
[image: image107.wmf]b

, проходящую через середины ребер 
[image: image108.wmf]AD

, 
[image: image109.wmf]11

AD

, 
[image: image110.wmf]CD

, 
[image: image111.wmf]11
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 (рис. 13). Плоскость 
[image: image112.wmf]b

 содержит точки 
[image: image113.wmf]M

 и 
[image: image114.wmf]N

. 

Найдем пересечение плоскостей 
[image: image115.wmf]11

BBCC

 и 
[image: image116.wmf]b

. Для этого построим в плоскости 
[image: image117.wmf]ABCD

 точку 
[image: image118.wmf]P

 пересечения прямых 
[image: image119.wmf]EH

 и 
[image: image120.wmf]BC

, а в плоскости 
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 — точку 
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 пересечения прямых 
[image: image123.wmf]FG

 и 
[image: image124.wmf]11
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 (рис. 14). Прямая 
[image: image125.wmf]PQ

 — пересечение плоскостей 
[image: image126.wmf]b

 и 
[image: image127.wmf]11
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. 

Построив плоскость 
[image: image128.wmf]b

 и ее пересечение 
[image: image129.wmf]PQ

 с плоскостью 
[image: image130.wmf]11
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, проведем прямую 
[image: image131.wmf]MN

 и найдем точку 
[image: image132.wmf]X

 ее пересечения с прямой 
[image: image133.wmf]PQ

. Полученная точка 
[image: image134.wmf]X

 — это та же точка, которая была построена при первом решении. 

Вопрос Как точка 
[image: image135.wmf]X

 расположена на прямой 
[image: image136.wmf]MN

? 

(Ответ: отрезки MN и NX равны.)
Построение сечения по трем точкам, лежащим на различных гранях многогранника.
При построении сечения, проходящего через три точки, никакие две из которых не лежат на одной грани многогранника, приходится находить вспомогательную точку пересечения прямой и плоскости. 

Пример 6. В кубе 
[image: image137.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 
[image: image138.wmf]a

 точки 
[image: image139.wmf]MNK

,,

 расположены соответственно на ребрах 
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AB

, 
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, 
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 так, что 
[image: image143.wmf]11

3

AMMB

=

, 
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, 
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 (рис. 15). Построим сечение куба плоскостью 
[image: image146.wmf]MNK

. 

Решение. Сначала найдем точку пересечения прямой 
[image: image147.wmf]MN

 с плоскостью 
[image: image148.wmf]ABCD

. Для этого рассмотрим вспомогательную плоскость 
[image: image149.wmf]1
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 (рис. 16). Плоскость 
[image: image150.wmf]1
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 пересекает плоскость основания 
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 куба по прямой 
[image: image152.wmf]LC

, параллельной прямой 
[image: image153.wmf]1

MC

. Поэтому 
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. Точка 
[image: image155.wmf]P

 пересечения прямых 
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 и 
[image: image157.wmf]LC

 будет еще одной точкой сечения, лежащей в плоскости 
[image: image158.wmf]ABCD

. Для точного определения положения точки 
[image: image159.wmf]P

 рассмотрим подобие треугольников 
[image: image160.wmf]MPL

 и 
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, в силу которого 
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Найдя точку 
[image: image163.wmf]P

, рассмотрим плоскость 
[image: image164.wmf]ABCD

. Прямая 
[image: image165.wmf]PK

 пересекает ребро 
[image: image166.wmf]CD

 в точке 
[image: image167.wmf]E

 и продолжение ребра 
[image: image168.wmf]AB

 в точке 
[image: image169.wmf]X

 (рис. 17). Для определения положения точек 
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 и 
[image: image171.wmf]X

 проведем отрезок 
[image: image172.wmf]KZ

 параллельно 
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, пересекающий 
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 в точке 
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. Так как 
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. Из условия 
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 находим, что 
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. Так как 
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. Далее из подобия треугольников 
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 и 
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 получаем 
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, откуда 
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. Из равенства треугольников 
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 и 
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 находим 
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Получив точки 
[image: image191.wmf]X

 и 
[image: image192.wmf]E

, принадлежащие секущей плоскости, уже нетрудно построить сечение. Для этого найдем точку 
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 пересечения прямой 
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 с ребром 
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, точку 
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 пересечения прямых 
[image: image197.wmf]XM

 и 
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 и точку 
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 пересечения прямой 
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 с ребром 
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 (рис. 18). Шестиугольник 
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 –сечение куба плоскостью 
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. 

Для определения положения оставшихся вершин сечения сначала рассмотрим плоскость 
[image: image204.wmf]11
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 (рис. 19). Так как треугольники AFX и A1FM подобны, то 
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Отсюда 
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. Так как треугольники YB1M и A1MF, то 
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Наконец, рассмотрим плоскость 
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 на рис. 20. Так как треугольники B1YG и C1NG подобны, то 
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 Отсюда 
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.
Вопрос. Как доказать, что MG║KE, GN║KF и MF║NE? 

(Прямые полученные при пересечении двух параллельных плоскостей третьей параллельны.)

Проверь себя. Построение сечений по трем точкам.
Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Какие многоугольники могут получиться при пересечении куба плоскостью?

1. Четырехугольник.

2. Пятиугольник.

3. Шестиугольник.

4. Семиугольник.

Ответы: 1; 2; 3.

Какие прямые лежат в одной плоскости?

1. Параллельные.

2. Пересекающиеся.

3. Скрещивающиеся.

4. Совпадающие.

Ответы: 1; 2; 4.

Какие многоугольники могут получиться при пересечении тетраэдраплоскостью?

1. Треугольник

2. Четырехугольник.

3. Пятиугольник.

4. Шестиугольник.

Ответы: 1, 2.

Какие многоугольники могут получиться при пересечении четырехгранной пирамиды плоскостью, проходящей через вершину пирамиды?

1. Треугольник

2. Четырехугольник.

3. Пятиугольник.

4. Шестиугольник.

Ответы: 1.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

В четырехугольной пирамиде 
[image: image214.wmf]SABCD

 основание 
[image: image215.wmf]ABCD

 — квадрат, точка M — середина ребра SС, точка N — середина ребра SB. 
[image: image216.wmf]P

 — точка пересечения прямых 
[image: image217.wmf]AM

 и 
[image: image218.wmf]DN

. Найти отношение 
[image: image219.wmf]APPM

:

.
1. Прямые 
[image: image220.wmf]AM

 и 
[image: image221.wmf]DN

 не пересекаются.

2. 2:1.

3. 3:1.

4. 4:1.

Ответ: 2.

В правильной треугольной пирамиде 
[image: image222.wmf]SABC

 основание AB = 1, боковое ребро AS = 2. Точки 
[image: image223.wmf]M

, 
[image: image224.wmf]N

 и 
[image: image225.wmf]K

 — середины ребер 
[image: image226.wmf]AB

, 
[image: image227.wmf]BC

 и 
[image: image228.wmf]SB

 соответственно. Найти длину отрезка, по которому прямая пересечения плоскостей 
[image: image229.wmf]CKM

 и 
[image: image230.wmf]ASN

 пересекает пирамиду.

1. 
[image: image231.wmf]2

3

.

2. 1.

3. 
[image: image232.wmf]3

2

.

4. 
[image: image233.wmf]2

1

.

Ответ: 3.

Дан куб с основанием 
[image: image234.wmf]ABCD

 и боковыми ребрами 
[image: image235.wmf]1

AA

, 
[image: image236.wmf]1

BB

, 
[image: image237.wmf]1

CC

, 
[image: image238.wmf]1

DD

. Точка 
[image: image239.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image240.wmf]AB

, точка 
[image: image241.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image242.wmf]1

BB

, 
[image: image243.wmf]O

 — точка пересечения диагоналей грани 
[image: image244.wmf]11

BCCB

. Через точку 
[image: image245.wmf]O

 проведена прямая, пересекающая прямые 
[image: image246.wmf]AM

 и 
[image: image247.wmf]CN

 в точках 
[image: image248.wmf]P

 и 
[image: image249.wmf]Q

. Найти длину отрезка 
[image: image250.wmf]PQ

, если длина ребра куба равна 1.

1. 
[image: image251.wmf]3

2

.

2. 
[image: image252.wmf]3

4

.

3. 
[image: image253.wmf]3

14

.

4. 
[image: image254.wmf]2

5

.

Ответ: 3.

Домашнее задание
1. В треугольной пирамиде 
[image: image255.wmf]SABC

 точки 
[image: image256.wmf]K

, 
[image: image257.wmf]L

, 
[image: image258.wmf]M

, 
[image: image259.wmf]N

 –середины ребер 
[image: image260.wmf]AB

, 
[image: image261.wmf]AC

, 
[image: image262.wmf]SB

 и 
[image: image263.wmf]SC

 соответственно. Доказать, что: 
а)  прямые 
[image: image264.wmf]KL

 и 
[image: image265.wmf]MN

 параллельны; 
б) отрезки 
[image: image266.wmf]KN

 и 
[image: image267.wmf]ML

 в точке пересечения делятся пополам. 
Найти точку пересечения прямых 
[image: image268.wmf]KN

 и 
[image: image269.wmf]ML

. Что можно сказать о прямых 
[image: image270.wmf]KM

 и 
[image: image271.wmf]NL

? 

2. В треугольной пирамиде 
[image: image272.wmf]SABC

 точка 
[image: image273.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image274.wmf]AC

.
а)  Доказать, что прямые 
[image: image275.wmf]CS

 и 
[image: image276.wmf]BM

 — скрещивающиеся; 
б) через точку 
[image: image277.wmf]A

 провести прямую, которая пересекает скрещивающиеся прямые 
[image: image278.wmf]SC

 и 
[image: image279.wmf]BM

, и доказать, что существует только одна прямая, которая проходит через точку 
[image: image280.wmf]A

 и пересекает прямые 
[image: image281.wmf]SC

 и 
[image: image282.wmf]BM

; 
в)
[image: image283.wmf]*

 доказать, что не существует прямой, которая пересекает прямые 
[image: image284.wmf]SC

 и 
[image: image285.wmf]BM

 и проходит через точку 
[image: image286.wmf]N

. 
3. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед 
[image: image287.wmf]1111

ABCDABCD

, у которого 
[image: image288.wmf]2

AB

=

, 
[image: image289.wmf]3

AD

=

, 
[image: image290.wmf]1

1

AA

=

. Точка 
[image: image291.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image292.wmf]AD

, точка 
[image: image293.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image294.wmf]CD

. 
а)  Найти точку пересечения прямых 
[image: image295.wmf]1

AM

 и 
[image: image296.wmf]1

CN

; 
б) доказать, что прямые 
[image: image297.wmf]11

AC

 и 
[image: image298.wmf]MN

 параллельны; 
в) найти точку пересечения прямых 
[image: image299.wmf]1

AN

 и 
[image: image300.wmf]1

CM

; 
г) найти, в каком отношении отрезки 
[image: image301.wmf]1

AN

 и 
[image: image302.wmf]1

CM

 делятся в точке пересечения; 
д)
[image: image303.wmf]*

 доказать, что прямые 
[image: image304.wmf]BD

 и 
[image: image305.wmf]1

CN

 — скрещивающиеся. 
4. В основании 
[image: image306.wmf]ABC

 треугольной пирамиды 
[image: image307.wmf]SABC

 лежит правильный треугольник со стороной 1. Ребро 
[image: image308.wmf]SC

 пирамиды перпендикулярно плоскости основания и длина его равна 1. 
а)  Доказать, что 
[image: image309.wmf]ACS

 и 
[image: image310.wmf]BCS

 — равнобедренные прямоугольные треугольники, 
[image: image311.wmf]ABS

 — равнобедренный треугольник; 
б) провести через середину 
[image: image312.wmf]M

 ребра 
[image: image313.wmf]SA

 прямую, которая пересекает скрещивающиеся прямые 
[image: image314.wmf]CS

 и 
[image: image315.wmf]AB

; 
в)  провести через точку 
[image: image316.wmf]A

 прямую, которая пересекает скрещивающиеся прямые 
[image: image317.wmf]BM

 и 
[image: image318.wmf]SC

. 
5. Дан куб 
[image: image319.wmf]1111

ABCDABCD

 с основанием 
[image: image320.wmf]ABCD

 и боковыми ребрами 
[image: image321.wmf]1

AA

, 
[image: image322.wmf]1

BB

, 
[image: image323.wmf]1

CC

, 
[image: image324.wmf]1

DD

. Точка 
[image: image325.wmf]M

 — середина высоты 
[image: image326.wmf]AO

 треугольника 
[image: image327.wmf]ABD

, 
[image: image328.wmf]KL

 — средняя линия грани 
[image: image329.wmf]11

AABB

, параллельная ребру 
[image: image330.wmf]AB

. Через точку 
[image: image331.wmf]M

 проведена прямая, пересекающая прямые 
[image: image332.wmf]KL

 и 
[image: image333.wmf]11

BC

 в точках 
[image: image334.wmf]P

 и 
[image: image335.wmf]Q

. Найти длину отрезка 
[image: image336.wmf]PQ

, если ребро куба равно 1. 
6. Основанием четырехугольной пирамиды 
[image: image337.wmf]SABCD

 является равнобедренная трапеция 
[image: image338.wmf]ABCD

. Длина основания 
[image: image339.wmf]CD

 трапеции равна 1, длины всех остальных ребер пирамиды равны 2; 
[image: image340.wmf]CM

 –высота боковой грани 
[image: image341.wmf]SBC

, 
[image: image342.wmf]KL

 — средняя линия треугольника 
[image: image343.wmf]SCD

, параллельная стороне 
[image: image344.wmf]CD

. Через точку 
[image: image345.wmf]A

 проходит прямая, пересекающая прямые 
[image: image346.wmf]KL

 и 
[image: image347.wmf]CM

 в точках 
[image: image348.wmf]P

 и 
[image: image349.wmf]Q

. Найти длину отрезка 
[image: image350.wmf]PQ

. 
7. В основании прямой призмы 
[image: image351.wmf]111

ABCABC

 (боковые ребра 
[image: image352.wmf]1

AA

, 
[image: image353.wmf]1

BB

, 
[image: image354.wmf]1

CC

 перпендикулярны плоскости основания) лежит правильный треугольник 
[image: image355.wmf]ABC

. Все ребра призмы имеют длину  1; 
[image: image356.wmf]MN

 — средняя линия грани 
[image: image357.wmf]11

BCCB

, параллельная 
[image: image358.wmf]BC

. Через центр треугольника 
[image: image359.wmf]ABC

 проходит прямая, пересекающая прямые 
[image: image360.wmf]1

AB

 и 
[image: image361.wmf]MN

 в точках 
[image: image362.wmf]P

 и 
[image: image363.wmf]Q

. Найти длину отрезка 
[image: image364.wmf]PQ

. 
8. В основании правильной четырехугольной пирамиды 
[image: image365.wmf]SABCD

 лежит квадрат 
[image: image366.wmf]ABCD

, все ребра пирамиды имеют одинаковую длину 1. Точка 
[image: image367.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image368.wmf]SA

, 
[image: image369.wmf]SN

 — высота треугольника 
[image: image370.wmf]SBC

. Через точку 
[image: image371.wmf]M

 проходит прямая, пересекающая прямые 
[image: image372.wmf]SN

 и 
[image: image373.wmf]BD

 в точках 
[image: image374.wmf]P

 и 
[image: image375.wmf]Q

. Найти длину отрезка 
[image: image376.wmf]PQ

. 
9. Дан куб 
[image: image377.wmf]1111

ABCDABCD

, в котором 
[image: image378.wmf]O

 — точка пересечения диагоналей, 
[image: image379.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image380.wmf]AD

, 
[image: image381.wmf]N

 лежит на ребре 
[image: image382.wmf]11

DC

 и 
[image: image383.wmf]11

2

DNNC

=

.
а)  Найти точку пересечения прямой 
[image: image384.wmf]MO

 и плоскости
[image: image385.wmf]1111

ABCD

; 
б)  доказать, что прямая 
[image: image386.wmf]MO

 параллельна плоскости 
[image: image387.wmf]11

AABB

; 
в)  найти точку пересечения прямой 
[image: image388.wmf]NO

 и плоскости 
[image: image389.wmf]ABCD

; 
г)  найти точку пересечения прямой 
[image: image390.wmf]NO

 и плоскости 
[image: image391.wmf]11

AADD

; 
д)  найти точку пересечения прямой 
[image: image392.wmf]MN

 и плоскости 
[image: image393.wmf]11

BBCC

; 
е)  построить сечение куба плоскостью, проходящей через точки 
[image: image394.wmf]M

, 
[image: image395.wmf]O

, 
[image: image396.wmf]N

, и определить, какие ребра куба пересекает плоскость сечения и в каком отношении делит эти ребра. 
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