Урок 2. Построение сечений, параллельных прямым и плоскостям
План урока

· Построение прямой, параллельной заданной
· Построение сечения многогранника, содержащего две точки и параллельного заданной прямой
· Построение сечения многогранника, содержащего точку и параллельного заданной плоскости
· Проверь себя. Построение сечений, параллельных прямым и плоскостям
· Домашнее задание

Цели урока:

Цель урока — напомнить известные способы построения прямой, параллельной заданной прямой и на основе этого рассмотреть новые примеры на построение сечений, которые параллельны либо прямым, либо плоскостям. Материал урока в значительной степени можно считать повторением изученного ранее.
Построение прямой, параллельной заданной
Мы несколько раз рассматривали примеры задач о построении сечений, параллельных либо одной прямой, либо двум прямым, либо плоскости. Главным в решении задач такого типа является умение провести через данную точку прямую, параллельную заданной прямой. Построение прямой, параллельной заданной прямой, облегчается, если изобразить плоскость, содержащую обе прямые. 

Пример 1. В призме 
[image: image1.wmf]111

ABCABC

 с основанием 
[image: image2.wmf]ABC

 и боковыми ребрами 
[image: image3.wmf]1

AA

, 
[image: image4.wmf]1

BB

, 
[image: image5.wmf]1

CC

 точки 
[image: image6.wmf]M

, 
[image: image7.wmf]N

, 
[image: image8.wmf]K

 — середины ребер 
[image: image9.wmf]11

AC

, 
[image: image10.wmf]1

BB

 и 
[image: image11.wmf]AB

 соответственно. Через точку 
[image: image12.wmf]K

 параллельно прямой 
[image: image13.wmf]MN

 проводится прямая 
[image: image14.wmf]l

, пересекающая плоскость 
[image: image15.wmf]11

AACC

 в точке 
[image: image16.wmf]L

. Найдем 
[image: image17.wmf]KL

, если 
[image: image18.wmf]5
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Решение. Сначала построим сечение призмы плоскостью 
[image: image19.wmf]MNK

, которая содержит как прямую 
[image: image20.wmf]MN

, так и параллельную ей прямую 
[image: image21.wmf]l

. Для этого найдем точку 
[image: image22.wmf]X

 пересечения прямых 
[image: image23.wmf]NK

 и 
[image: image24.wmf]1

AA

, точку 
[image: image25.wmf]Y

 пересечения прямых 
[image: image26.wmf]NK

 и 
[image: image27.wmf]11

AB

, точку 
[image: image28.wmf]E

 пересечения прямой 
[image: image29.wmf]MX

 с ребром 
[image: image30.wmf]AC

 и точку 
[image: image31.wmf]F

 пересечения прямой 
[image: image32.wmf]MY

 с ребром 
[image: image33.wmf]11
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 (рис. 1). Из равенства треугольников 
[image: image34.wmf]AKX

 и 
[image: image35.wmf]BKN

 получим, что 
[image: image36.wmf]XKKN
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Затем построим плоскость 
[image: image37.wmf]MXY

 (рис. 2). Проведя KL║MN, получим точку 
[image: image38.wmf]L

 на отрезке 
[image: image39.wmf]MX

, а поэтому и в плоскости 
[image: image40.wmf]11
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. Для вычисления длины отрезка 
[image: image41.wmf]KL

 достаточно заметить, что отрезок 
[image: image42.wmf]KL

 — средняя линия в треугольнике 
[image: image43.wmf]XMN

. Поэтому 
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Вопрос. Как решить рассмотренную задачу, не находя полностью сечение призмы плоскостью 
[image: image46.wmf]MNK

?
(Подсказка. Построив точку X, можно сразу найти длину отрезка KL из подобия треугольников XLK и XMN.)
Построение сечения многогранника, содержащего две точки и параллельного заданной прямой
Рассмотрим следующую задачу. 

Пример 2. В основании четырехугольной пирамиды 
[image: image47.wmf]SABCD

 лежит квадрат 
[image: image48.wmf]ABCD

, точки 
[image: image49.wmf]M

 и 
[image: image50.wmf]N

 — середины ребер 
[image: image51.wmf]AB

 и 
[image: image52.wmf]AD

. Построим сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точки 
[image: image53.wmf]M

 и 
[image: image54.wmf]N

 и параллельной прямой 
[image: image55.wmf]AS

.
Решение. Рассмотрим вспомогательную плоскость 
[image: image56.wmf]ABCD

, содержащую прямую 
[image: image57.wmf]MN

. Так как все точки прямой 
[image: image58.wmf]MN

 принадлежат секущей плоскости, то отметим следующие точки этой плоскости: точку 
[image: image59.wmf]E

 пересечения прямых 
[image: image60.wmf]MN

 и 
[image: image61.wmf]CD

, точку 
[image: image62.wmf]F

 пересечения прямых 
[image: image63.wmf]MN

 и 
[image: image64.wmf]BC

, точку 
[image: image65.wmf]H

 пересечения 
[image: image66.wmf]MN

 и 
[image: image67.wmf]AC

 (рис. 3). В плоскости 
[image: image68.wmf]ASC

 через точку 
[image: image69.wmf]H

 параллельно 
[image: image70.wmf]AS

 проведем прямую и отметим точку 
[image: image71.wmf]K

 ее пересечения с ребром 
[image: image72.wmf]SC

. Плоскость 
[image: image73.wmf]MNK

 искомая, так как содержит прямую, параллельную 
[image: image74.wmf]AS

.
Отметив точку 
[image: image75.wmf]P

 пересечения прямой 
[image: image76.wmf]EK

 с ребром 
[image: image77.wmf]SD

 и точку 
[image: image78.wmf]Q

 пересечения прямой 
[image: image79.wmf]FK

 с ребром 
[image: image80.wmf]SB

, получим все вершины сечения 
[image: image81.wmf]MQKPN

 (рис. 4).
Вопрос. Можно ли получить в сечении куба правильный пятиугольник?
(Подсказка. Стороны многогранника сечения являются пересечением граней куба с плоскостью сечения. Грани куба образованы тремя парами параллельных плоскостей. Известно, что при пересечении двух параллельных прямых плоскостью получаются две параллельных прямых. Поэтому любой пятиугольник, полученный в сечении куба, содержит параллельные стороны. Но у правильного пятиугольника параллельных сторон нет)

Построение сечения многогранника, содержащего точку и параллельного заданной плоскости
В этом пункте разберем две задачи, в которых нужно провести сечение параллельно плоскости. 

Пример 3. В кубе 
[image: image82.wmf]1111

ABCDABCD

 через середину ребра 
[image: image83.wmf]11
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 проведем сечение параллельно плоскости 
[image: image84.wmf]11
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. 

Решение. Сначала в плоскости 
[image: image85.wmf]1111

ABCD

 через точку 
[image: image86.wmf]M

 — середину 
[image: image87.wmf]11

AB

 — проведем прямую 
[image: image88.wmf]l

 параллельно 
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 и отметим точку 
[image: image90.wmf]N

 пересечения 
[image: image91.wmf]l

 с ребром 
[image: image92.wmf]11

BC

, точку 
[image: image93.wmf]X

 пересечения 
[image: image94.wmf]l

 с прямой A1D1 и точку 
[image: image95.wmf]Y

 пересечения 
[image: image96.wmf]l

 с прямой 
[image: image97.wmf]11
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 (рис. 5). 

Затем в плоскости 
[image: image98.wmf]11

DDCC

 через точку 
[image: image99.wmf]Y

 проведем прямую 
[image: image100.wmf]m

 параллельно 
[image: image101.wmf]1

CD

 и отметим точку 
[image: image102.wmf]K

 пересечения 
[image: image103.wmf]m

 с ребром 
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CC

, точку 
[image: image105.wmf]L

 пересечения 
[image: image106.wmf]m

 с ребром 
[image: image107.wmf]CD

 и точку 
[image: image108.wmf]Z

 пересечения 
[image: image109.wmf]m

 с прямой 
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 (рис. 6). Оставшиеся вершины 
[image: image111.wmf]P

 и 
[image: image112.wmf]Q

 сечения получаются как точки пересечения прямой 
[image: image113.wmf]XZ

 с ребрами 
[image: image114.wmf]AD

 и 
[image: image115.wmf]1
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Вопрос. Как доказать, что плоскость 
[image: image116.wmf]XYZ

 параллельна плоскости 
[image: image117.wmf]11

ACD

? 
(Подсказка. По признаку параллельности плоскостей (вставить ссылку на третий урок четвертого модуля).)
Рассмотрим еще один важный пример.

Пример 4. В тетраэдре ABCD точка M делит ребро BC в отношении 
[image: image118.wmf]m

n

. Длины ребер AB и CD равны a и b, а угол между прямыми AB и CD равен α. Найти чему равна площадь сечения проходящего через точку M параллельно прямым AB и CD.
Решение. Сначала в плоскости ABC через точку M проведем прямую l параллельно AB и отметим точку N пересечения l с ребром AC. Затем в плоскости ACD через точку N проведем прямую k параллельно CD и отметим точку K пересечения k с ребром AD. Аналогично построим точку L на ребре BD (рис 7).
Заметим, что NK║CD║LM и NM║AB║KL, поэтому четырехугольник KLMN является параллелограммом с углом между сторонами равным α. Несколько раз применив теорему Фалеса 
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. Треугольники ABC и NMC подобны так как NM║AB, следовательно, 
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. Аналогично 
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Таким образом площадь параллелограмма KLMN равна 
[image: image123.wmf](
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Проверь себя. Построение сечений, параллельных прямым и плоскостям.
Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Сколько существует прямых в пространстве, которые параллельны данной прямой 
[image: image124.wmf]MN

 и проходят через данную точку 
[image: image125.wmf]A

?

1. Ни одной.

2. Одна.

3. Две.

4. Бесконечно много.

Ответы: 2.

В каком случае таких в пространстве будет бесконечно много плоскостей, которые параллельны данной прямой 
[image: image126.wmf]MN

 и проходят через две данные точки 
[image: image127.wmf]A

 и 
[image: image128.wmf]B

?

1. Никогда, такая плоскость всегда единственная.

2. Всегда.

3. Если прямые MN и AB параллельны.

4. Если прямые MN и AB скрещиваются.

Ответы: 3.

Какие фигуры могут получиться при пересечении тетраэдра плоскостью параллельной двум его ребрам?

1. Треугольник

2. Параллелограмм.

3. Трапеция.

4. Ромб.

Ответы: 1, 2, 4.

Для любого параллелепипеда найдется плоскость, параллельная его ребру и образующая в сечении
1. треугольник.
2. параллелограмм.

3. прямоугольник.

4. ромб.

Ответы: 2, 4.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

В основании треугольной пирамиды
[image: image129.wmf]SABC

 лежит правильный треугольник 
[image: image130.wmf]ABC

 со стороной 1. Точка 
[image: image131.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image132.wmf]AC

, точка 
[image: image133.wmf]N

 — середина отрезка 
[image: image134.wmf]SM

. Провести через точку 
[image: image135.wmf]N

 прямую, параллельную прямой 
[image: image136.wmf]SB

, до пересечения в точке 
[image: image137.wmf]K

 с плоскостью 
[image: image138.wmf]ABC

. Найти длину отрезка 
[image: image139.wmf]MK

. 

1. 
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2. 
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3. 
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4. 
[image: image143.wmf]4
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Ответ: 3.
Рассмотрим куб 
[image: image144.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 1. Прямая, проходящая через точку 
[image: image145.wmf]1

A

 параллельно прямой 
[image: image146.wmf]1

BD

, пересекает плоскость основания 
[image: image147.wmf]ABCD

 в точке 
[image: image148.wmf]M

. Найти длину отрезка 
[image: image149.wmf]1
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.
1. 1.

2. 
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3. 
[image: image151.wmf]3
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4. 2.

Ответ: 3.

Рассмотрим треугольную пирамиду 
[image: image152.wmf]SABC

, у которой основание 
[image: image153.wmf]ABC

 — равносторонний треугольник со стороной 1, боковые ребра 
[image: image154.wmf]SA

, 
[image: image155.wmf]SB

, 
[image: image156.wmf]SC

 равны 2, точки 
[image: image157.wmf]M

 и 
[image: image158.wmf]N

 — середины ребер 
[image: image159.wmf]AC

 и 
[image: image160.wmf]AB

 соответственно. Провести через точки 
[image: image161.wmf]M

 и 
[image: image162.wmf]N

 сечение, параллельное прямой 
[image: image163.wmf]SA

, и найти площадь получившегося сечения.

1. 
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Ответ: 1.

В кубе 
[image: image167.wmf]1111

ABCDABCD

 точка 
[image: image168.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image169.wmf]11

AB

, точка 
[image: image170.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image171.wmf]1

CC

. В каком отношении сечение куба, проведенное через точку 
[image: image172.wmf]M

 параллельно плоскости 
[image: image173.wmf]1
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 делит ребро 
[image: image174.wmf]B
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Ответ:3.

Домашнее задание
1. В кубе 
[image: image175.wmf]111

ABCDABCD

 с ребром 1 точка 
[image: image176.wmf]M

 — середина 
[image: image177.wmf]AB

. Провести через точку 
[image: image178.wmf]M

 прямую, параллельную прямой 
[image: image179.wmf]1

BD

, до пересечения в точке 
[image: image180.wmf]K

 с плоскостью 
[image: image181.wmf]11

AADD

 и в точке 
[image: image182.wmf]L

 с плоскостью 
[image: image183.wmf]1111

ABCD

; найти длины отрезков 
[image: image184.wmf]MK

 и 
[image: image185.wmf]KL

. 
2. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед 
[image: image186.wmf]1111

ABCDABCD

, у которого 
[image: image187.wmf]2
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, 
[image: image189.wmf]1
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, точка 
[image: image190.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image191.wmf]AB

, точка 
[image: image192.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image193.wmf]11

AD

. 
а)  Провести через точку 
[image: image194.wmf]1

C

 прямую, параллельную прямой 
[image: image195.wmf]MN

, до пересечения в точке 
[image: image196.wmf]P

 с плоскостью 
[image: image197.wmf]ABCD

; найти длину отрезка 
[image: image198.wmf]1

CP

; 
б)  провести через точку 
[image: image199.wmf]N

 прямую, параллельную прямой 
[image: image200.wmf]1

CM

, до пересечения в точке 
[image: image201.wmf]K

 с плоскостью 
[image: image202.wmf]11

DDCC

; найти длину отрезка 
[image: image203.wmf]NK

; 
в)  провести через точку 
[image: image204.wmf]M

 прямую, параллельную прямой 
[image: image205.wmf]1

AC

, до пересечения в точке 
[image: image206.wmf]L

 с плоскостью 
[image: image207.wmf]11

DDCC

, найти длину отрезка 
[image: image208.wmf]ML

. 
3. Дан куб 
[image: image209.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 1, точка 
[image: image210.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image211.wmf]11

AB

, точка 
[image: image212.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image213.wmf]1

CC

. Через точки 
[image: image214.wmf]M

 и 
[image: image215.wmf]N

 провести плоскость, параллельную прямой 
[image: image216.wmf]1

BD

. Найти площадь получившегося сечения. 
4. В правильном тетраэдре 
[image: image217.wmf]ABCD

 с ребром 1, точка 
[image: image218.wmf]M

 — середина высоты грани 
[image: image219.wmf]ABD

, опущенной из вершины 
[image: image220.wmf]D

. Найти площадь сечения, проходящего через точку 
[image: image221.wmf]M

 и вершину 
[image: image222.wmf]C

 параллельную ребру 
[image: image223.wmf]AB

. 
5. На ребрах 
[image: image224.wmf]AD

 и 
[image: image225.wmf]BC

 правильного тетраэдра 
[image: image226.wmf]ABCD

 с ребром 3 взяты соответственно такие точки 
[image: image227.wmf]M

 и 
[image: image228.wmf]N

, что 
[image: image229.wmf]2
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, 
[image: image230.wmf]2
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. Найти периметр сечения, проходящего через точки 
[image: image231.wmf]M

 и 
[image: image232.wmf]N

 и параллельного ребру 
[image: image233.wmf]BD

. 
6. Дан куб 
[image: image234.wmf]1111

ABCDABCD

 с ребром 
[image: image235.wmf]1

, у которого точка 
[image: image236.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image237.wmf]11

AB

, точка 
[image: image238.wmf]N

 — середина ребра 
[image: image239.wmf]1

CC

. Найти площадь сечения куба, проведенного через: 
а)  точку 
[image: image240.wmf]M

 параллельно плоскости 
[image: image241.wmf]11

AACC

; 
б)  точку 
[image: image242.wmf]M

 параллельно плоскости 
[image: image243.wmf]11

ABD

; 
в)
[image: image244.wmf]*

 точку 
[image: image245.wmf]D

 параллельно прямым 
[image: image246.wmf]AM

 и 
[image: image247.wmf]1

BN

; 
г)
[image: image248.wmf]*

 точку 
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