Класс 10. Модуль 11. Углы в пространстве
В этом модуле мы рассмотрим некоторые обобщения понятий об углах, которые оказываются полезными при изучении пространства. Будут определены углы между скрещивающимися прямыми, между плоскостями, между прямой и плоскостью, а также двугранные, трехгранные и некоторые другие углы. 

Урок 1. Угол между прямыми в пространстве
План урока.

1. Угол между пересекающимися прямыми в пространстве

2. Угол между скрещивающимися прямыми 

3. Независимость угла между скрещивающимися прямыми от выбора параллельных им прямых
Угол между пересекающимися прямыми в пространстве

Угол между пересекающимися прямыми в пространстве определяется точно так же, как и угол в плоскости, содержащей эти прямые.

Напомним, что на плоскости угол между двумя пересекающимися прямыми определяется как величина наименьшего из углов, образуемых лучами этих прямых с вершиной в точке пересечения (рис. 1). 

Вопрос. Какие значения в радианах может принимать угол между двумя пересекающимися прямыми? 

Угол между скрещивающимися прямыми 

В пространстве между любыми двумя прямыми определяют угол, который может принимать значение из промежутка 
[image: image1.wmf][090]

;
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 в градусной мере или из промежутка 
[image: image2.wmf][0/2]

p

;

 в радианной мере. 

По определению угол между двумя параллельными прямыми считают равным нулю. Две совпадающие прямые иногда также удобно считать параллельными. 

Угол между скрещивающимися прямыми определяют следующим образом. 


Углом между двумя скрещивающимися прямыми называется угол между двумя 
пересекающимися прямыми, соответственно параллельными данным 
скрещивающимся прямым (рис 2).

Величину угла между прямыми 
[image: image3.wmf]a

 и 
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 обозначают через 
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Пример 1. В кубе ABCDA1B1C1D1 найдем угол между прямыми A1C и C1D (рис. 3).

Решение. Рассмотрим плоскость A1CD1, пересекающую отрезок C1D в точке P - середине  отрезков C1D и CD1. Проведем PK(A1C. Затем рассмотрим прямоугольные треугольники DKD1 и C1KD1. Они равны, так как катет KD1 - общий, а D1D=D1C1. Поэтому KD=KC1. Следовательно, треугольник DKC1 равнобедренный, а значит, его медиана KP, проведенная к основанию, является высотой, то есть PK ( C1P. Таким образом, прямые A1C и C1D перпендикулярны.
Вопрос. Какой угол между диагоналями 
[image: image6.wmf]1
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 и 
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 граней куба?  

Пример 2. В правильном тетраэдре 
[image: image8.wmf]ABCD

 отрезок 
[image: image9.wmf]MN

 соединяет середину ребра 
[image: image10.wmf]FC

 с центром грани 
[image: image11.wmf]BCD

, а отрезок 
[image: image12.wmf]DE

 является высотой грани 
[image: image13.wmf]ABD

. Найти угол между прямыми 
[image: image14.wmf]MN

 и 
[image: image15.wmf]DE
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Решение. Пусть ребро тетраэдра равно 
[image: image16.wmf]a

. Так как 
[image: image17.wmf]MEBCD
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, то можно построить в плоскости 
[image: image18.wmf]BCD

 отрезок 
[image: image19.wmf]KN

 так, что 
[image: image20.wmf]EMNK

 – параллелограмм (рис. 4). Тогда 
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, а поэтому угол между прямыми 
[image: image22.wmf]DE

 и 
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 равен либо углу DEK, либо смежному с ним углу. 

Чтобы найти угол 
[image: image24.wmf]DEK

, вычислим стороны треугольника DEK. Из равностороннего треугольника 
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 имеем 
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. Из прямоугольного треугольника DNK по теореме Пифагора 
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, откуда 
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. Так как 
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, то для вычисления 
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 рассмотрим треугольник 
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, где 
[image: image32.wmf]P

 – середина ребра 
[image: image33.wmf]BD

 (рис. 5). Из того, что 
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 — высота правильного тетраэдра, следует 
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. Поэтому 
[image: image36.wmf]1

22

a

MNAC

==

. Вычислив в треугольнике 
[image: image37.wmf]DEK

 все стороны, по теореме косинусов находим 
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Отсюда 
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arccos

18

DEK

Ð=

. 

Вопрос. Как изменится решение рассмотренной задачи, если через точку 
[image: image40.wmf]M

 проводить прямую, параллельную 
[image: image41.wmf]DE

? 
Независимость угла между скрещивающимися прямыми от выбора параллельных им прямых
В шестом модуле при определении перпендикулярности скрещивающихся прямых было доказано, что если две пересекающиеся и перпендикулярные прямые 
[image: image42.wmf]a

 и 
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 соответственно параллельны двум пересекающимся прямым 
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 и 
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, то 
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. Аналогично можно доказать и общее утверждение. 


Если две пересекающиеся прямые 
[image: image47.wmf]a

 и 
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 соответственно параллельны 
пересекающимся прямым 
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 и 
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, то угол между прямыми 
[image: image51.wmf]m

 и 
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 равен углу 
между прямыми 
[image: image53.wmf]a

 и 
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Из этого утверждения следует, что определение угла между скрещивающимися прямыми корректно, то есть не зависит от выбора пересекающихся прямых, соответственно параллельных заданным прямым. 

Вопрос. Как доказать утверждение, сформулированное в этом пункте? 

Тесты. Проверь себя. Выбери правильные ответы.

Чему равен угол между диагоналями А1В и АС1 куба ABCDA1B1C1D1?
1. 45(
2. 60(
3. 90(
4. 120(
Ответ: 3

Чему равен угол между диагоналями А1В и АD1 куба ABCDA1B1C1D1?

1. 30(
2. 45(
3. 60(
4. 90(
Ответ: 3

Какую фигуру образуют лучи OХ, составляющие с фиксированным лучом АВ данный угол? 

1. Полуплоскость
2. Плоскость

3. Конус

4. Два конуса

Ответ: 3.

Точка 
[image: image55.wmf]M

 — середина ребра 
[image: image56.wmf]BD

 правильного тетраэдра 
[image: image57.wmf]ABCD

. Тогда косинус угла между прямыми 
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 и 
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 равен
1. 
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2. 
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3. 
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4. 
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Ответ: 3.
Тесты. Проверь себя. Выбери все правильные ответы.
Угол между двумя скрещивающимися прямыми может быть равен

1. 85(
2. 95(
3. 
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4. 
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Ответ: 1, 4.

Угол между двумя данными скрещивающимися прямыми 

1. Равен углу между любыми прямыми, параллельными данным 
2. Равен углу между любыми прямыми, перпендикулярными данным
3. Может быть равен углу между прямыми, параллельными данным
4. Может быть равен углу между прямыми, перпендикулярными данным
Ответ: 1, 3, 4
Угол между некоторыми скрещивающимися прямыми равен 45(. Угол между прямыми, перпендикулярными этим прямым, может быть равен

1. 30(
2. 45(
3. 90(
4. 120( 
Ответ: 1, 2, 3.

Центр нижнего основания куба соединен прямыми с двумя вершинами верхнего основания. Тогда угол между этими прямыми может быть равен 
1. 30(
2. 
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3. 60(
4. 
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Ответ: 2, 4.

Миниисследование
Даны три попарно скрещивающиеся прямые. Существует ли прямая, пересекающая эти три данные прямые? Единственна ли такая прямая? 

Домашнее задание

1. Точка 
[image: image68.wmf]K

 — середина ребра 
[image: image69.wmf]1

AA

 куба 
[image: image70.wmf]1111
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. Найти угол между прямыми: 

а) 
[image: image71.wmf]BK

 и 
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; б) 
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 и 
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; в) 
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 и 
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2. В правильной треугольной призме 
[image: image77.wmf]111
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 известно, что|AB|=
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. Найти угол между прямыми B1A и C1B.
3. Точка 
[image: image79.wmf]M

 — середина ребра 
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 куба 
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, а точка 
[image: image82.wmf]N

 — центр грани 
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. Найти угол между прямыми 
[image: image84.wmf]MD

 и 
[image: image85.wmf]CN
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4. Пусть 
[image: image86.wmf]SABC

 — правильный тетраэдр, точка 
[image: image87.wmf]M

 — центр его основания 
[image: image88.wmf]ABC

, точка 
[image: image89.wmf]K

 — середина ребра 
[image: image90.wmf]BS

, точка 
[image: image91.wmf]L

 — середина ребра 
[image: image92.wmf]AC

. Найти угол между прямыми: а) 
[image: image93.wmf]SA

 и 
[image: image94.wmf]BC

; б) 
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 и 
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; в) 
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 и 
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г) 
[image: image99.wmf]AK

 и 
[image: image100.wmf]BC

; д) 
[image: image101.wmf]AK

 и 
[image: image102.wmf]SL

; е) 
[image: image103.wmf]AM

 и 
[image: image104.wmf]KL
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5. В правильном тетраэдре 
[image: image105.wmf]ABCD

 отрезок 
[image: image106.wmf]MN

 соединяет середину ребра 
[image: image107.wmf]AD

 с центром грани 
[image: image108.wmf]BCD

, а отрезок 
[image: image109.wmf]PQ

 соединяет середину ребра 
[image: image110.wmf]CD

 с центром грани 
[image: image111.wmf]ABC

. Найти угол между прямыми 
[image: image112.wmf]MN

 и 
[image: image113.wmf]PQ
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6. Все ребра правильной четырехугольной пирамиды 
[image: image114.wmf]SABCD

 имеют одинаковую длину. Найти углы между прямыми: 

а) 
[image: image115.wmf]AM

 и 
[image: image116.wmf]BN

, где 
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 и 
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 — середины ребер 
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 и 
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 соответственно; 

б) 
[image: image121.wmf]SP

 и 
[image: image122.wmf]BN

, где 
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 — середина ребра 
[image: image124.wmf]AB
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7. В тетраэдре 
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 углы 
[image: image126.wmf]DAB

 и 
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 прямые, угол между прямыми 
[image: image128.wmf]AB

 и 
[image: image129.wmf]CD

 равен 
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, 
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. Найти угол между прямыми 
[image: image132.wmf]AD

 и 
[image: image133.wmf]BC
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8. На скрещивающихся прямых 
[image: image134.wmf]a

 и 
[image: image135.wmf]b

 даны соответственно точки 
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 и 
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, 
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 и 
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 так, что 
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, 
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. Найти угол между прямыми 
[image: image143.wmf]a

 и 
[image: image144.wmf]b

. 

9. Точки 
[image: image145.wmf]M

 и 
[image: image146.wmf]N

 — середины ребер 
[image: image147.wmf]BC

 и 
[image: image148.wmf]AD

 тетраэдра 
[image: image149.wmf]ABCD

, в котором 
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, а угол между прямыми 
[image: image151.wmf]AC

 и 
[image: image152.wmf]BD

 равен 
[image: image153.wmf]a

. Какова величина угла между прямыми 
[image: image154.wmf]MN

 и 
[image: image155.wmf]AC

? Найти все решения этой задачи. 
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