(Класс 10, модуль XII, урок 2)

Урок 2. Корни простейших тригонометрических уравнений
План урока
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 2.1. Решение уравнений вида 
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 2.2. Решение уравнений вида 
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 2.3. Решение уравнений вида 
[image: image6.wmf]tgxa
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 Домашнее задание

Цели урока:

изучить формулы для записи множества всех корней простейших тригонометрических уравнений. 
2.1. Решение уравнений вида 
[image: image9.wmf]cos

xa

=



Рассмотрим уравнение вида 


[image: image10.wmf]cos

xa

=

                                        (1)
при различных значениях 
[image: image11.wmf]a

. Для наглядного представления корней такого уравнения изобразим тригонометрическую окружность, отметим на оси 
[image: image12.wmf]Ox

 точку с абсциссой 
[image: image13.wmf]a

 и проведем через эту точку прямую 
[image: image14.wmf]m

 перпендикулярно оси 
[image: image15.wmf]Ox

. Точкам пересечения прямой 
[image: image16.wmf]m

 с окружностью соответствуют все направленные углы, косинус которых равен 
[image: image17.wmf]a

. В зависимости от значения 
[image: image18.wmf]a

 возможны несколько случаев. 


Первый случай. Пусть 
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. Тогда прямая 
[image: image20.wmf]m

 не пересекает тригонометрическую окружность (рис. 1), а поэтому уравнение (1) корней не имеет. Например, множество корней уравнения 
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 пусто, так как 
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Второй случай. Пусть 
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. Тогда прямая 
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 пересекает окружность в единственной точке 
[image: image25.wmf](10)
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;

 (рис. 2). Все направленные углы, которые соответствуют точке 
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, можно записать в виде 
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, где 
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 — любое целое число. 


Третий случай. Пусть 
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. Тогда прямая 
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 также пересекает окружность в единственной точке 
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 (рис. 3). Все направленные углы, которые соответствуют точке 
[image: image32.wmf]B

, можно записать в виде 
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, где 
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 — любое целое число. 

Четвертый случай. Пусть 
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, например, 
[image: image36.wmf]1
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. Тогда прямая 
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 пересекает окружность в двух различных точках 
[image: image38.wmf]B

 и 
[image: image39.wmf]C

 (рис. 4). Если известен один из корней уравнения 
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, то все остальные корни можно найти точно так же, как это сделано на предыдущем уроке. 


Подобно тому, как понятие квадратного корня и обозначение 
[image: image41.wmf]b

 вводятся для записи одного из корней уравнения 
[image: image42.wmf]2

xb

=

, для записи одного из корней уравнения 
[image: image43.wmf]cos

xa

=

 также вводятся новое понятие и соответствующее обозначение. 
При 
[image: image44.wmf]1
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 арккосинусом числа 
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 называется такое число 
[image: image46.wmf]j

 из промежутка 
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, для которого 
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Арккосинус числа 
[image: image49.wmf]a

 записывается в виде 
[image: image50.wmf]arccos

a

. Для изображения 
[image: image51.wmf]arccos

a

 нужно рассмотреть верхнюю полуокружность тригонометрической окружности — максимальную дугу, лежащую в полуплоскости с неотрицательными ординатами (рис. 5). Отметив на оси 
[image: image52.wmf]Ox

 точку с абсциссой 
[image: image53.wmf]a

 и проведя через нее прямую 
[image: image54.wmf]m

 перпендикулярно оси 
[image: image55.wmf]Ox

, в пересечении с отмеченной дугой окружности получим точку 
[image: image56.wmf]D

. Величина наименьшего неотрицательного направленного угла в радианах, соответствующего точке 
[image: image57.wmf]D

, и есть 
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 (рис. 6). 


Приведем таблицу значений 
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 для некоторых значений 
[image: image60.wmf]a

. 
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Подведем итоги этого пункта. Арккосинус числа 
[image: image85.wmf]a

 определяется только для чисел 
[image: image86.wmf]a

 из промежутка 
[image: image87.wmf][11]
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. Для каждого такого числа 
[image: image88.wmf]a

 значение 
[image: image89.wmf]arccos
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 единственно и находится в промежутке 
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Вернемся к уравнению 
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 при 
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. На рис. 7 точкам 
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 и 
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 соответствуют все направленные углы, косинус которых равен 
[image: image95.wmf]a

. Величиной одного из углов, соответствующих точке 
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, является 
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. Число 
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 является величиной одного из углов, соответствующих точке 
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. 

Вследствие периодичности функции 
[image: image100.wmf]cos

x

 все числа, отличающиеся от 
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 и 
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 на целое кратное 
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, также будут решениями уравнения 
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, и других решений это уравнение не имеет. 


Таким образом, при 
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 общая формула корней уравнения 
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 может быть записана в виде:
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Отметим, что множество корней уравнения 
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 можно записать в следующем виде:
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Вопрос. Как доказать, что при 
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 и при 
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 общая формула корней уравнения 
[image: image113.wmf]cos

xa

=

 дает такие же множества корней, какие были получены в пункте 2.1? 

(Предполагаемый ответ. В каждом из случаев изобразим на числовой оси сначала все числа, которые были получены в пункте 2.1, а затем числа, полученные по общей формуле, и убедимся, что оба множества равны).

2.2. Решение уравнений вида 
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Для записи одного из корней уравнения 
[image: image115.wmf]sin

xa

=

 также вводится новое понятие и соответствующее обозначение. 
При 
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 арксинусом числа 
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 называется число 
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 из промежутка 
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, для которого 
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Арксинус числа 
[image: image121.wmf]a

 записывается в виде 
[image: image122.wmf]arcsin

a

. Для изображения 
[image: image123.wmf]arcsin

a

 рассмотрим правую полуокружность тригонометрической окружности — максимальную дугу, лежащую в полуплоскости с неотрицательными абсциссами (рис. 8). Отметив на оси 
[image: image124.wmf]Oy

 точку с ординатой 
[image: image125.wmf]a

 и проведя через нее прямую 
[image: image126.wmf]n

 перпендикулярно этой оси, в пересечении с указанной дугой получим точку 
[image: image127.wmf]B

. Величина наименьшего по модулю направленного угла в радианах, который соответствует точке 
[image: image128.wmf]B

, это и есть 
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 (рис. 9). 


В следующей таблице приведены значения 
[image: image130.wmf]arcsin
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 для некоторых значений 
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Подведем итоги. Арксинус числа 
[image: image156.wmf]a

 определяется только для чисел из промежутка 
[image: image157.wmf][11]
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. Для каждого такого числа 
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 значение 
[image: image159.wmf]arcsin
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 единственно и находится в промежутке 
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Рассмотрим теперь уравнение вида 
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при различных значениях 
[image: image162.wmf]a

. Для наглядного представления корней такого уравнения изобразим тригонометрическую окружность, отметим на оси 
[image: image163.wmf]Oy

 точку с ординатой 
[image: image164.wmf]a

 и проведем через эту точку прямую 
[image: image165.wmf]n

 перпендикулярно оси 
[image: image166.wmf]Oy

. Точки пересечения прямой 
[image: image167.wmf]n

 с окружностью позволяют изобразить все направленные углы, синус которых равен 
[image: image168.wmf]a

. 
Рассмотрим в зависимости от значения 
[image: image169.wmf]a

 несколько случаев. 


Первый случай. Пусть 
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, например, 
[image: image171.wmf]7

5

a

=-

. Тогда прямая 
[image: image172.wmf]n

 не пересекает тригонометрическую окружность (рис. 10), а поэтому уравнение 
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 корней не имеет. Аналогично, уравнение 
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 имеет пустое множество корней, так как 
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Второй случай. Пусть 
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. Тогда прямая 
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 пересекает окружность в единственной точке 
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 (рис. 11). Поэтому все корни уравнения 
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 можно записать в виде 
[image: image180.wmf]2

2

xk

p

p

=+

, 
[image: image181.wmf]kZ

Î

. 


Третий случай. Пусть 
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. Тогда прямая 
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 также пересекает окружность в единственной точке 
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 (рис.12). Поэтому все корни уравнения 
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 можно записать в виде 
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Четвертый случай. Пусть 
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, например, 
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 пересекает окружность в двух различных точках 
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 и 
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 (рис. 13). 

Арксинус числа 
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 равен величине одного из углов, который соответствует точке 
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. Вследствие периодичности функции 
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 все углы, отличающиеся по величине от 
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 на целое кратное 
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, также будут решениями уравнения 
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Формула 
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 позволяет по решению 
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. Вследствие периодичности функции 
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 все углы, отличающиеся по величине от 
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Таким образом, формулы
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дают все решения уравнения  
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Запишем, например, все корни уравнения 
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Часто приходится решать уравнение вида 
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. Корни этого уравнения можно находить по следующей сокращенной формуле:
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В справочниках по математике можно встретить следующую формулу для всех корней уравнения 
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Мини-исследование 1.

Предлагается доказать, что для уравнения  
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 формулы (3) и (4) определяют одно и то же множество чисел.


2.3. Решение уравнений вида 
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Для записи одного из корней уравнения 
[image: image227.wmf]tgxa

=

 также вводится новое понятие и соответствующее обозначение. 
Для любого действительного числа 
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 арктангенсом числа 
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 называется величина в радианах такого угла из промежутка 
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Арктангенс числа 
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 записывается в виде 
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. Таблица значений тангенса некоторых углов и нечетность функции 
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 позволяют заполнить следующую таблицу. 
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Таким образом, арктангенс определяется для любого числа 
[image: image254.wmf]a

, значение 
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 единственно и находится в промежутке 
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Так же, как и на предыдущем уроке, доказывается, что уравнение 
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 имеет решения при любом значении 
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, которые можно находить по формуле:
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Решение уравнения 
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 при 
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 легко сводится к решению уравнения вида 
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. Действительно, так как 
[image: image264.wmf]0

a

¹

, то исходное уравнение равносильно уравнению 
[image: image265.wmf]1
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Например, решим уравнение 
[image: image266.wmf]3

x

=-

. Данное уравнение равносильно уравнению 
[image: image267.wmf]1
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. По формуле (5) получаем 
[image: image268.wmf]1

3

()

xn

p

=-+

, 
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. Так как 
[image: image270.wmf]1
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.
Мини-исследование 2


Предлагается рассмотреть решение простейших тригонометрических неравенств вида 
[image: image272.wmf]sin

xa

³

 и аналогичных неравенств по следующей схеме.


1. На промежутке длиной в один период найти и отметить корни соответствующего уравнения.

2. На каждом из полученных промежутков  определить знак разности
[image: image273.wmf]sin

xa

-

.

3. Вобрать промежутки, на которых эта разность неотрицательна.


4. Сдвигом на целое число периодов определить все остальные решения.
Проверь себя. Простейшие тригонометрические уравнения
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Какое из чисел равно 
[image: image274.wmf]3
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?
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(Правильный вариант: 2)

Какое из чисел равно 
[image: image283.wmf]2
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(Правильный вариант: 2)

Известно, что число 
[image: image292.wmf]2
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p
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 является одним из корней уравнения 
[image: image293.wmf]51
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. Каково  множество всех корней этого уравнения?
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(Правильный вариант: 4)

Известно, что число 
[image: image302.wmf]12
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p
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 является одним из корней уравнения 
[image: image303.wmf]26
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. Каково  множество всех корней этого уравнения?
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(Правильный вариант: 4)

Проверь себя. Простейшие тригонометрические уравнения
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

Какие из указанных множеств являются множеством всех корней уравнения 
[image: image312.wmf]43
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 (Правильные варианты: 1,  4)

Какие из указанных множеств являются множеством всех корней уравнения 
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 (Правильные варианты: 1, 2, 3, 4)
Какие из указанных множеств являются множеством всех корней уравнения 
[image: image330.wmf]1
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 (Правильные варианты: 1, 2)
Какие из указанных множеств являются множеством всех корней уравнения 
[image: image339.wmf]41
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 (Правильные варианты: 1)
Домашнее задание

1. Вычислить:  а) 
[image: image348.wmf]1
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arccos

,
[image: image349.wmf]3

2

arccos()
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; б) 
[image: image350.wmf]1
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arcsin

, 
[image: image351.wmf]3
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; в) 
[image: image352.wmf]1
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arctg

,
[image: image353.wmf](1)
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2. С помощью таблиц или калькулятора найти приближенное значение:  а) 
[image: image354.wmf]arcsin03010

,

;  б) 
[image: image355.wmf]arccos09440
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;  в) 
[image: image356.wmf]3

arctg
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3. Решить уравнение: а) 
[image: image357.wmf]3
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; б) 
[image: image358.wmf]261
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; в) 
[image: image359.wmf]cos043
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; г) 
[image: image360.wmf]1
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; д) 
[image: image361.wmf]sin21
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; е) 
[image: image362.wmf]sin01
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; ж) 
[image: image363.wmf]5
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; з) 
[image: image364.wmf]22
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; и) 
[image: image365.wmf]23
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4. Решить уравнение: а) 
[image: image366.wmf]2cos30
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; б) 
[image: image367.wmf]2sin20

x
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; в) 
[image: image368.wmf]310

tgx

×-=

; г) 
[image: image369.wmf]310
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; д) 
[image: image370.wmf]3
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; е) 
[image: image371.wmf]cos20
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; ж) 
[image: image372.wmf]4
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з)  
[image: image373.wmf]4
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; и) 
[image: image374.wmf]4
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 5. Доказать тождество: 


[image: image375.wmf]arccos()arccos
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 при всех 
[image: image376.wmf][11]
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6. Вычислить: 

а) 
[image: image377.wmf]3
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22
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; б) 
[image: image378.wmf]31

arctgarctg
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7. Доказать, что если 
[image: image379.wmf]11
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, то: 

а) 
[image: image380.wmf]arcsinarcsin
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; б) 
[image: image381.wmf]arccosarccos
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Словарь терминов

Арксинус. При 
[image: image382.wmf]1

a

||£

 арксинусом числа 
[image: image383.wmf]a

 называется число 
[image: image384.wmf]j

 из промежутка 
[image: image385.wmf]22
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pp
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, для которого 
[image: image386.wmf]sin

a
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.

Арккосинус. При 
[image: image387.wmf]1

a

||£

 арккосинусом числа 
[image: image388.wmf]a

 называется такое число 
[image: image389.wmf]j

 из промежутка 
[image: image390.wmf][0]
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, для которого 
[image: image391.wmf]cos
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.

Арктангенс. Для любого действительного числа 
[image: image392.wmf]a

 арктангенсом числа 
[image: image393.wmf]a

 называется величина в радианах такого угла из промежутка 
[image: image394.wmf](
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, что 
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.
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