(Класс 10, модуль XII, урок 3)

Урок 3. Тригонометрические уравнения, сводящиеся к простейшим
План урока
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 3.3. Метод преобразования сумм и произведений тригонометрических функций

[image: image4.wmf]·

 3.4. Замена неизвестных
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 3.5. Универсальная тригонометрическая подстановка
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 3.6. Введение вспомогательного угла
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

рассмотреть основные способы сведения тригонометрических уравнений к тригонометрическим уравнениям простейшего вида.
3.1. Приведение к общему аргументу


Тригонометрическим уравнением обычно называют уравнение, содержащее тригонометрические функции от неизвестной величины. Каждое значение, при подстановке которого вместо неизвестной получается верное равенство, называется решением или корнем тригонометрического уравнения. 


Решить тригонометрическое уравнение — значит, найти все его решения или доказать, что уравнение корней не имеет. Если решениями тригонометрического уравнения являются все числа из некоторого множества 
[image: image9.wmf]E

, то это уравнение называется тождеством на множестве 
[image: image10.wmf]E
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На этом уроке мы рассмотрим тригонометрические уравнения, которые тем или иным способом сводятся к простейшим. 

Одним из таких способов является приведение к общему аргументу. Поясним этот способ на следующем примере. 
Пример 1. Решить уравнение 
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Решение. Заменим 
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. Получим уравнение, содержащее тригонометрические функции лишь одного аргумента 
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:
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Решение этого уравнения сводится к решению двух уравнений: 
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 и 
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Первое уравнение 
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 дает серию корней 
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Левую часть второго уравнения 
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 преобразуем следующим образом: 
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Следовательно, второе уравнение сводится к 
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. Отсюда получаем вторую серию решений 
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, то эту серию решений можно записать также в виде 
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Ответ: 
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3.2. Приведение к одной тригонометрической функции


Другим способом сведения тригонометрических уравнений к простейшим является приведение к одной функции. Поясним его на следующих примерах. 
Пример 2. Решить уравнение 
[image: image33.wmf]cos2sin
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.
Решение. Заменим 
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. Это уравнение содержит только функцию 
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, решая которое получаем корни 
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 возможно лишь тогда, когда 
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Если 
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Если 
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Ответ: 
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Пример 3. Решим уравнение 
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Решение. Перепишем уравнение в виде
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 Отсюда 
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. Понятно, что 
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. Разделив обе части полученного уравнения на 
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, будем иметь 
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. Это уравнение содержит только функцию 
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Пусть 
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Остается решить простейшие тригонометрические уравнения 
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Вопрос. Почему в примере 3 при делении обеих частей уравнения на 
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 не происходит потери корней? 

(Предполагаемый ответ. При непосредственной подстановке корней 
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 уравнения 
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 в заданное уравнение убеждаемся в том, что эти числа не являются корнями заданного уравнения. Но это означает, что при отбрасывании чисел  
[image: image78.wmf],(),

2

xkkZ

p

p

=+Î

  мы не теряем корней).
3.3. Метод преобразования сумм и произведений тригонометрических функций


В этом пункте рассмотрим способ преобразования сумм и произведений синусов и косинусов. 
Пример 4. Решить уравнение 
[image: image79.wmf]sin5sin40
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Решение. Применив формулу для разности синусов, получим уравнение 
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. Приравнивая множители к нулю, получаем два уравнения 
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. Решая второе уравнение, найдем 
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Ответ: 
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Решим уравнение 
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Решение. Произведение в левой части уравнения преобразуем в сумму и получим 
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Таким образом, данное уравнение сводится к двум: 
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. Решая второе уравнение, получим 
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Ответ: 
[image: image106.wmf]42

n

pp

+

 и 
[image: image107.wmf]6

n

p

p

±+

 
[image: image108.wmf]()

nZ

Î

. 
Пример 5. Решить уравнение 
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Решение. Преобразуем тригонометрический двучлен 
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С учетом этого приходим к уравнению 
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Ответ: 
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3.4. Замена неизвестных


Наряду с рассмотренными способами часто используется способ подстановки, сводящий тригонометрическое уравнение к алгебраическому. Такой способ в простейшем виде уже применялся в примерах из пункта 3.3, где были использованы подстановки 
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Пример 6. Решить уравнение 
[image: image124.wmf]33

sincos1

xx

+=

.
Решение. Воспользуемся подстановкой 
[image: image125.wmf]sincos

xxt

+=

. Тогда  
[image: image126.wmf]2222

(sincos)sincos2sincos12sincos

txxxxxxxx

=+=++×=+×

, откуда 
[image: image127.wmf]2

1

2

sincos

t

xx

-

×=

. 

Применив формулу для суммы кубов, перепишем данное уравнение в виде 
[image: image128.wmf](sincos)(1sincos)1
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Далее нужно решить два уравнения: 
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Тригонометрический двучлен 
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[image: image142.wmf]4

sincos2sin()

xxx

p

+=+

. Поэтому полученные уравнения запишутся в виде 
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Решим первое из этих уравнений: 
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Второе уравнение 
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Ответ: 
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Пример 7. Решим уравнение 
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Решение. Применив формулу для тангенса разности, перепишем уравнение в виде 
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Положим 
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 которое легко сводится к квадратному уравнению 
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Решим первое из них: 
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 Так как 
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Решим второе уравнение: 
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Ответ: 
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Это важно


При использовании подстановки 
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. В примере из предыдущего пункта нетрудно проверить, что эти числа не являются корнями. 

3.5. Универсальная тригонометрическая подстановка


Подстановка 
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 является универсальной в том смысле, что она применима к любому тригонометрическому уравнению вида 
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, где левая часть получается из указанных тригонометрических функций при помощи четырех арифметических действий сложения, вычитания, умножения и деления. Заменяя в таком уравнении тригонометрические функции выражениями
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 получим алгебраическое уравнение относительно 
[image: image193.wmf]t

. Однако, решение тригонометрического уравнения с помощью подстановки 
[image: image194.wmf]2

x

tgt

=

 не всегда является наиболее простым. Эта подстановка часто приводит к сложному алгебраическому уравнению. 
3.6. Введение вспомогательного угла

При решении примеров 1, 5, 6 мы несколько раз применяли преобразование выражения 
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. Оказывается, что аналогичные преобразования можно применять и в общем случае для преобразования выражений вида 
[image: image197.wmf]sincos
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. Как это делается, рассмотрим на конкретных примерах.
Пример 8. Преобразуем выражение 
[image: image198.wmf]2sin3cos
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Решение. Сначала найдем число 
[image: image199.wmf]22
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 и вынесем его за скобки:
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Далее, так как число 
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13

 принадлежит промежутку 
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, то существует 
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. Поэтому 
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Пример 9. Преобразуем выражение 
[image: image207.wmf]4cos3sin
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.

Решение. Сначала найдем число 
[image: image208.wmf]22
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 и вынесем его за скобки:
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Далее, существует 
[image: image210.wmf]4
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., причем  
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Рассуждения, рассмотренные в примерах 8 и 9, позволяют  представить  тригонометрический двучлен в виде одной тригонометрической функции за счет введения дополнительного угла. Такой способ известен как метод введения вспомогательного аргумента, и оказывается полезным при решении некоторых задач.
Пример 10. Найти, при каких значениях 
[image: image214.wmf]a

 уравнение 
[image: image215.wmf]4cos3sin
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 имеет решения.
Решение. Так как 
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, где 
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, то уравнение равносильно уравнению 
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, которое имеет решения только при 
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Мини-исследование.


В примере 10 было показано, что уравнение  
[image: image220.wmf]4cos3sin
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 имеет решения при 
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Предлагается выяснить, при каких значениях параметра имеют решения следующие уравнения:
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[image: image223.wmf]coscos2
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.
Проверь себя. Тригонометрические уравнения, сводящиеся к простейшим
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

К какому из уравнений приводится уравнение  
[image: image224.wmf]2
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  при замене 
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(Правильный вариант: 2)

К какому из уравнений приводится уравнение  
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  при замене 
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(Правильный вариант: 1)

Совокупности каких уравнений равносильно уравнение  
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(Правильный вариант: 4)

Совокупности каких уравнений равносильно уравнение  
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(Правильный вариант: 4)

Проверь себя. Тригонометрические уравнения, сводящиеся к простейшим 
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа
.

Каким из указанных уравнений равносильно уравнение 
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(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Каким из указанных уравнений равносильно уравнение 
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(Правильные варианты:  3, 4)

Каким из указанных уравнений равносильно уравнение 
[image: image280.wmf]cos3sin1
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(Правильные варианты:  2, 4)
Каким из указанных уравнений равносильно уравнение 
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, если через 
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 обозначен угол 
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(Правильные варианты:  2, 3)
Домашнее задание

1. Решить уравнение: а) 
[image: image300.wmf]1
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[image: image307.wmf]2cos27sin
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2. Решить уравнение способом преобразований произведений и сумм: 

а) 
[image: image308.wmf]cos7cos3cos4
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; б) 
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3. Решить уравнение способом подстановки, которая указана в скобках: 

а) 
[image: image318.wmf]2
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г) 
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4. Найти все решения уравнения 
[image: image322.wmf]sin3sincos21
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 на отрезке от 3 до 10. 

5. Решить уравнение 
[image: image323.wmf]2sin3cos
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