(Класс 10, модуль XIII, урок 2)

Урок 2. Геометрические вероятности

План урока
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 2.1. Вероятность выбора точки из множества в пространстве
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 2.2. Вероятность выбора точки из множества на плоскости


[image: image3.wmf]·

 2.3. Вероятность выбора точки из промежутка на прямой
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 2.4. Вероятность выбора точки из множества на окружности
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 2.5. Моделирование случайного события с заданной вероятностью
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока: 
Познакомиться с экспериментами, заключающимися в случайном выборе точки из некоторого геометрического множества, понятием события и определением вероятности события при условии равномерного распределения вероятности выбора точки в этом множестве.
2.1. Вероятность выбора точки из множества в пространстве
Рассмотрим сначала пример случайного выбора точки из  пространственного множества.
Пример 1. Из теста, в которое бросили маковое зернышко, сделали булку в виде жаворонка. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется в голове жаворонка? 


Для получения ответа на заданный вопрос надо объем головы жаворонка разделить на объем всего теста. 

В этом примере булку мы представляем себе как некоторое множество 
[image: image8.wmf]T

 точек в пространстве, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
[image: image9.wmf]T

. 


Мы предполагаем также, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
[image: image10.wmf]C

 множества 
[image: image11.wmf]T

, зависит лишь от объема 
[image: image12.wmf]()
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 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
[image: image13.wmf]T

. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора равномерно распределена в множестве 
[image: image14.wmf]T

. 


Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image15.wmf]W

 объема 
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 с равномерным распределением в этом множестве. Тогда вероятностью 
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PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
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, имеющее объем 
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2.2 Вероятность выбора точки из множества на плоскости


Рассмотрим равномерные распределения вероятностей для фигур на плоскости.
Пример 2. Тесто, в которое бросили маковое зернышко, раскатали в виде блина площадью 
[image: image21.wmf]s

. После этого на блин положили форму для изготовления печенья площадью 
[image: image22.wmf]0

s

. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется внутри формы? 


Для получения ответа на этот вопрос нужно площадь 
[image: image23.wmf]0

s

 печенья разделить на площадь 
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 блина. 


В данном примере блин представляет некоторое множество 
[image: image25.wmf]M

 точек на плоскости, а эксперимент состоит в случайном выборе точки из этого множества. 


Мы предполагаем опять, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
[image: image26.wmf]M

. Это означает, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
[image: image27.wmf]Z

 множества 
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, зависит лишь от площади 
[image: image29.wmf]()
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 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
[image: image30.wmf]M

.

Обобщая пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image31.wmf]W

 площади 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image33.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
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 площадью 
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2.3. Вероятность выбора точки из промежутка на прямой


В этом пункте рассмотрим равномерные распределения вероятностей при случайном выборе точки из некоторого промежутка прямой. 

Пример 3. Из специально выплавленного сверхчистого металла сделали сверхтонкую проволоку длины 
[image: image37.wmf]l

. При наматывании проволока порвалась в одном месте из-за случайно попавшей в металл одной частички недопустимой примеси. Какова вероятность, что разрыв произошел на расстоянии менее 
[image: image38.wmf]01

l

,×

 от середины проволоки? 


Для получения ответа на этот вопрос надо заметить, что интересующее нас событие происходит только в случае, если частичка примеси попадает в интервал длины 
[image: image39.wmf]02
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, окружающий середину проволоки. Следовательно, искомая вероятность равна 
[image: image40.wmf]02

1

5

02

l

l

,×

=,=

. 


В этом примере проволоку мы представляем себе как некоторое множество 
[image: image41.wmf]U

 точек на прямой, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
[image: image42.wmf]U

. При этом также предполагаем, что вероятность каждого события, состоящего в попадании этой случайно выбранной точки в любой отрезок 
[image: image43.wmf]I

, лежащий внутри множества 
[image: image44.wmf]U

, зависит лишь от длины 
[image: image45.wmf]()
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 этого отрезка, где бы этот отрезок ни находился в множестве 
[image: image46.wmf]U

. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
[image: image47.wmf]U

.

Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из отрезка 
[image: image48.wmf]W

 длины 
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L

W

 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки в отрезок 
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 длины 
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 называют число 
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2.4. Вероятность выбора точки из множества на окружности


В этом пункте рассмотрим равномерные распределения вероятностей при случайном выборе точки на окружности. 

Пример 4. Рулетка в казино. Круг разделен на 37 секторов, причем 36 секторов с номерами от 1 до 36 равны, а сектор с номером 0 (выигрыш казино) отличается от каждого из предыдущих. Пусть сектор с номером 0 опирается на дугу длины 
[image: image54.wmf]0
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, а общая длина окружности рулетки равна 
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. Какова в этом случае вероятность 
[image: image56.wmf]0

p

 того, что стрелка остановится в секторе с номером 0? 


В этом примере эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности рулетки. Мы, конечно, предполагаем, что вероятность выбора точка равномерно распределена на окружности. Это означает, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую дугу 
[image: image57.wmf]D

 этой окружности, зависит лишь от длины 
[image: image58.wmf]()
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 этой дуги, а не от ее расположения. При этих предположениях ответ в приведенном выше примере будет 
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Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод. 

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности 
[image: image60.wmf]W

 длины 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки на этой окружности. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки на дугу 
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 длины 
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Пусть множество 
[image: image66.wmf]B

 на прямой состоит из одного или нескольких попарно непересекающихся отрезков. Обозначим через 
[image: image67.wmf]()
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 сумму длин всех этих отрезков, составляющих множество 
[image: image68.wmf]B

. Условимся теперь, что определение вероятностей для множеств на прямой из пункта 2.3. остается справедливым и для множеств 
[image: image69.wmf]W

 и 
[image: image70.wmf]A

, состоящих из одного или нескольких непересекающихся отрезков. 


Аналогично, пусть множество 
[image: image71.wmf]B

 состоит из одной или нескольких попарно непересекающихся дуг одной и той же окружности. Обозначим через 
[image: image72.wmf]()
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 сумму длин всех дуг, составляющих множество 
[image: image73.wmf]B

. Договоримся и в этом случае, что определение вероятностей для множеств на окружности остается справедливым и для множеств 
[image: image74.wmf]W

 и 
[image: image75.wmf]A

, состоящих из одной или нескольких непересекающихся дуг одной и той же окружности. Сделанные обобщения позволяют увеличить число задач о вычислении вероятностей событий.
Пример 5. Рассмотрим еще раз рулетку из примера 4, разобранного в пункте 2.4, и предположим, что сектор с номером 0 окрашен в белый цвет, сектора с нечетными номерами — в зеленый, а остальные сектора — в красный. Какова в этом случае вероятность 
[image: image76.wmf]p

того, что стрелка остановится на  зеленом? 


Заметим, что каждый из секторов, имеющих номера с 1 по 36, опираются на равные дуги длиной 
[image: image77.wmf]0
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. Значит, общая длина дуг всех 18 секторов, имеющих нечетные номера, равна 
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. Поэтому вероятность 
[image: image79.wmf]p

 события, состоящего в том, что стрелка остановится в секторе с нечетным номером, находится по формуле 
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Мини-исследование


Какова вероятность того, что секундная стрелка часов находится ближе к минутной стрелке, чем к часовой, в предположении, что мы взглянули на часы в случайный момент времени?


Это очень серьезная математическая задача, и предлагается выполнить только часть от полного решения. Прежде всего, необходимо понять, что все три стрелки могут совпасть только в том случае, когда они направлены на отметку в 12 часов (или 0 часов). Это означает, что, исследовав промежуток времени продолжительностью в 12 часов и вычислив вероятность указанного события, получим значение вероятности и для произвольного числа таких промежутков.


При исследовании одного промежутка времени от 0 часов до 12 часов предлагается установить следующее.

1. Положения, в которых секундная стрелка является биссектрисой направленного угла между часовой и минутной стрелкой, делят весь промежуток времени в 12 часов на 1427 равных интервалов.


2. Положения, при которых часовая и минутная стрелки совпадают, делят весь промежуток времени в 12 часов на 11 равных интервалов.


3. Пусть  весь промежуток времени в 12 часов разделен на 
[image: image81.wmf]142711
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 равных интервалов. Установить, что на каждом из таких интервалов во всех положениях секундная стрелка  ближе  либо к минутной, либо к часовой стрелке.


4. Оказывается, что из числа 
[image: image82.wmf]14271115697
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 получившихся промежутков число тех из них, на которых секундная стрелка ближе к минутной, больше числа тех, на которых секундная стрелка ближе к часовой, всего на один промежуток. Принимая этот результат без доказательства, найти ответ на поставленный в задаче вопрос.
2.5. Моделирование случайного события с заданной вероятностью

Как промоделировать событие заданной вероятности? Если уточнять этот вопрос, то требуется следующее. Пусть задано некоторое число 
[image: image83.wmf]p

, лежащее в интервале от 0 до 1, и мы хотим провести такой эксперимент, чтобы в нем некоторое событие происходило с вероятностью 
[image: image84.wmf]p

. 


Если вспомнить разобранные выше задачи, то достаточно взять рулетку с окружностью некоторой длины 
[image: image85.wmf]l

 и выделить сектор, опирающийся на дугу длины 
[image: image86.wmf]pl

. Тогда вероятность события, состоящего в том, что стрелка остановится в этом секторе, равна 
[image: image87.wmf]p

. 


Если нет рулетки, то можно вырезать картонный круг, например,  диаметром около 20 см. и выделить в нем при помощи транспортира сектор величиной 
[image: image88.wmf]360
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. Затем можно сделать из этого круга волчок, вставив ось в центр круга. Тогда вероятность того, что волчок после остановки коснется стола или пола точкой, лежащей внутри дуги отмеченного сектора, с большой точностью будет равна 
[image: image89.wmf]p
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Если этот эксперимент с волчком повторить 
[image: image90.wmf]1
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 раз, то мы получим 
[image: image91.wmf]n

 независимых повторений одного и того же эксперимента, в каждом из которых может происходить или не происходить некоторое событие, имеющее заданную вероятность 
[image: image92.wmf]p

. 
На следующем уроке вы узнаете, зачем может возникнуть потребность проводить большое число независимых повторений одного и того же эксперимента. С этой целью в современных компьютерах имеются специальные программы, называемые датчиками случайных чисел. Датчик случайных чисел выбирает точку с равномерным распределением вероятностей в интервале 
[image: image93.wmf](01)

,

, то есть позволяет получать случайные числа, которые моделируют равномерное распределение вероятностей в интервале 
[image: image94.wmf](01)

,

. Многократное обращение к датчику случайных чисел позволяет моделировать любое число независимых повторений этого эксперимента. 

Проверь себя. Геометрические вероятности 
Прежде чем формулировать условия заданий, обращаем внимание на то, что в каждой из задач предполагается равномерное распределение вероятности выбора точки из рассматриваемого множества.
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
По квартире объема 150 
[image: image95.wmf]3

м

 летает оса. Какова вероятность того, что в данный момент времени оса находится в кухне, объем которой равен 30 
[image: image96.wmf]3
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(Правильный вариант: 3)

В круге радиусом 10 
[image: image105.wmf]см

 случайным образом выбирается точка. Какова вероятность того, что эта точка удалена от центра круга больше, чем на 5 
[image: image106.wmf]см
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(Правильный вариант: 4)

На окружности радиуса 6 см с отмеченной точкой 
[image: image115.wmf]A

 выбирают случайным образом точку 
[image: image116.wmf]M

. Какова вероятность того, что длина отрезка 
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  не меньше 6 см?
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(Правильный вариант: 2)

Внутри прямоугольника 
[image: image126.wmf]ABCD

 со сторонами 
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[image: image128.wmf]3

BCñì

=

 случайным образом выбирается точка 
[image: image129.wmf]M

. Какова вероятность того, что точка 
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 ближе к прямой 
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, чем к прямой 
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?
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(Правильный вариант: 3)

Проверь себя. Геометрические вероятности 

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

Пусть случайный эксперимент состоит в том, что при взгляде на часы обращаем внимание на положение секундной стрелки. Какие два из указанных событий 
[image: image141.wmf]A

 и 
[image: image142.wmf]B

 имеют равную вероятность?


[image: image143.wmf]·

1. Событие 
[image: image144.wmf]A

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 10 до 20 секунд»

       Событие 
[image: image145.wmf]B

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 45 до 55 секунд»


[image: image146.wmf]·

2. Событие 
[image: image147.wmf]A

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 5 до 20 секунд»

       Событие 
[image: image148.wmf]B

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 30 до 45 секунд»


[image: image149.wmf]·

3. Событие 
[image: image150.wmf]A

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 5 до 40 секунд»

       Событие 
[image: image151.wmf]B

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 20 до 50 секунд»


[image: image152.wmf]·

4. Событие 
[image: image153.wmf]A

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 11 до 35 секунд»

       Событие 
[image: image154.wmf]B

: «Секундная стрелка находится в промежутке от 18 до 42 секунд»

(Правильные варианты: 1, 2, 4)

На отрезке 
[image: image155.wmf]AB

 длиной 1 м случайным образом выбирается точка 
[image: image156.wmf]M

. Вероятность каких из указанных событий больше 
[image: image157.wmf]0,01

?


[image: image158.wmf]·

1. 
[image: image159.wmf]AM

меньше 1 см

[image: image160.wmf]·

2. 
[image: image161.wmf]BM

меньше 1 см

[image: image162.wmf]·

3. 
[image: image163.wmf]AMBM

-

 меньше 1 см

[image: image164.wmf]·

4. Расстояние от точки 
[image: image165.wmf]M

 до середины отрезка
[image: image166.wmf]AB

меньше 1 см
(Правильные варианты:  4)

Внутри треугольника 
[image: image167.wmf]ABC

 случайным образом выбирается точка 
[image: image168.wmf]M

. Какие два из указанных событий 
[image: image169.wmf]P

 и 
[image: image170.wmf]Q

 имеют равную вероятность?


[image: image171.wmf]·

1. Событие 
[image: image172.wmf]P

: «Площадь треугольника 
[image: image173.wmf]ABM

 не меньше 8 
[image: image174.wmf]2

ñì

»

       Событие
[image: image175.wmf]Q

: «Площадь треугольника 
[image: image176.wmf]ACM

 не больше 8 
[image: image177.wmf]2

ñì

»


[image: image178.wmf]·

2. Событие
[image: image179.wmf]P

: «Площадь треугольника 
[image: image180.wmf]ACM

 не меньше 10 
[image: image181.wmf]2

ñì

»

       Событие
[image: image182.wmf]Q

: «Площадь треугольника  
[image: image183.wmf]BCM

 не меньше 10 
[image: image184.wmf]2

ñì

»


[image: image185.wmf]·

3. Событие
[image: image186.wmf]P

: «Площадь треугольника 
[image: image187.wmf]ABM

 не больше 4 
[image: image188.wmf]2

ñì

»

       Событие
[image: image189.wmf]Q

: «Площадь треугольника 
[image: image190.wmf]ACM

 не больше 4 
[image: image191.wmf]2

ñì

»


[image: image192.wmf]·

4. Событие
[image: image193.wmf]P

: «Площадь треугольника 
[image: image194.wmf]ABM

 не больше 12 
[image: image195.wmf]2

ñì

»

       Событие
[image: image196.wmf]Q

: «Площадь треугольника 
[image: image197.wmf]BCM

 не меньше 12 
[image: image198.wmf]2

ñì

»

(Правильные варианты:  2, 3)

Внутри квадрата 
[image: image199.wmf]ABCD

 со стороной 20 см случайным образом выбирается точка 
[image: image200.wmf]M

. Вероятность каких из указанных событий больше 
[image: image201.wmf]0,5

?


[image: image202.wmf]·

1. Расстояние от точки 
[image: image203.wmf]M

 до вершины  
[image: image204.wmf]A

 меньше 20 см

[image: image205.wmf]·

2. Расстояние от точки 
[image: image206.wmf]M

 до центра квадрата меньше 10 см

[image: image207.wmf]·

3. Расстояние от точки 
[image: image208.wmf]M

 до середины стороны  
[image: image209.wmf]AB

 меньше 10 см

[image: image210.wmf]·

4. Расстояние от точки 
[image: image211.wmf]M

 до прямой 
[image: image212.wmf]AB

 не меньше, чем  расстояние от точки 
[image: image213.wmf]M

 до прямой 
[image: image214.wmf]CD

 

(Правильные варианты:  1, 2)

Домашнее задание

1. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image215.wmf]R

 случайным образом. Какова вероятность того, что она попадет в круг радиуса 
[image: image216.wmf]2

R

, имеющий тот же центр? 

2. Точка выбирается в шаре радиуса 
[image: image217.wmf]R

. Какова вероятность, что она попадет в шар радиуса 
[image: image218.wmf]2

R

, имеющий тот же центр? 

3. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image219.wmf]R

, ограниченном окружностью 
[image: image220.wmf]S

. Какова вероятность того, что точка попадет: 

а) в квадрат, вписанный в окружность 
[image: image221.wmf]S

; 

б) в правильный шестиугольник, вписанный в окружность 
[image: image222.wmf]S

; 

в) в равносторонний треугольник, вписанный в окружность 
[image: image223.wmf]S

; 

г) в равнобедренный прямоугольный треугольник, вписанный в окружность 
[image: image224.wmf]S

? 

4. Точка выбирается внутри квадрата. Какова вероятность того, что она попадет: 

а) в круг, вписанный в этот квадрат; 

б) внутрь квадрата, вписанного в окружность, которая касается всех сторон данного квадрата? 

5. Точка выбирается на отрезке 
[image: image225.wmf](66)

-;

 числовой оси. Какова вероятность того, что точка окажется на расстоянии, большем 3, от начала координат? 

6. Точка выбирается на окружности радиуса 
[image: image226.wmf]R

 с центром в начале координат. Какова вероятность того, что проекция этой точки на ось абсцисс находится от начала координат на расстоянии более 
[image: image227.wmf]2

R

? 

7. Как изменится ответ на вопрос задачи 6, если точка ставится в круге радиуса 
[image: image228.wmf]R

 с центром в начале координат? 

8. В стоге сена конической формы ищется потерянная на лугу золотая иголка. Какова вероятность того, что иголка находится в верхней половине стога? 

В куче снега, имеющей форму цилиндра высотой 1 м и радиусом 1 м, потерян бриллиант. Какова вероятность того, что бриллиант найдется, если удалось собрать только 1 м
[image: image229.wmf]3

 снега из этой кучи? 

9. Во время пути из Владивостока в Москву в течение 100 часов принцесса смотрела в открытое окно вагона и в результате потеряла перстень. Какова вероятность того, что перстень потерян между Новосибирском и Екатеринбургом, если известно, что на этом отрезке пути принцесса провела у окна 20 часов? 

10. Придумайте сами несколько задач, связанных с подсчетом геометрических вероятностей.
Словарь терминов


Эксперимент со случайным исходом. Рассматриваемый эксперимент состоит в случайном выборе одного элемента из некоторого  множества элементов. 


Исход эксперимента. Выбранный элемент в эксперименте со случайным исходом называют исходом эксперимента, а множество из которого он выбирается — множеством всех возможных исходов эксперимента. 


Событие в эксперименте со случайным исходом. Пусть 
[image: image230.wmf]A

  — некоторое подмножество множества всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбранный в результате эксперимента элемент оказался одним из элементов множества 
[image: image231.wmf]A

, то говорят, что произошло событие 
[image: image232.wmf]A

. 


Вероятность выбора точки из множества в пространстве. Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image233.wmf]W

 объема 
[image: image234.wmf]()

V

W

 с равномерным распределением в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image235.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
[image: image236.wmf]A

, имеющее объем 
[image: image237.wmf]()

VA

, называют число 
[image: image238.wmf]()
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Вероятность выбора точки из множества на плоскости. Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
[image: image239.wmf]W

 площади 
[image: image240.wmf]()

S

W

 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
[image: image241.wmf]()

PA

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
[image: image242.wmf]A

 площадью 
[image: image243.wmf]()

SA

, называют число 
[image: image244.wmf]()
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. 

Вероятность выбора точки из промежутка на прямой. Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из отрезка 
[image: image245.wmf]W

 длины 
[image: image246.wmf]()

L

W

 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве, и множество 
[image: image247.wmf]B

 состоит из одного или нескольких попарно непересекающихся отрезков, входящих в 
[image: image248.wmf]W

. Обозначим через 
[image: image249.wmf]()

LB

 сумму длин всех этих отрезков,. Тогда вероятностью 
[image: image250.wmf]()

PB

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в множество 
[image: image251.wmf]B

, называют число 
[image: image252.wmf]()
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Вероятность выбора точки из множества на окружности. Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности 
[image: image253.wmf]W

 длины 
[image: image254.wmf]()

L

W

 с равномерным распределением вероятности выбора точки на этой окружности, и множество 
[image: image255.wmf]B

 состоит из одной или нескольких попарно непересекающихся дуг одной и той же окружности. Обозначим через 
[image: image256.wmf]()

LB

 сумму длин всех дуг, составляющих множество 
[image: image257.wmf]B

. Тогда вероятностью 
[image: image258.wmf]()

PB

 события, состоящего в попадании выбираемой точки в множество  
[image: image259.wmf]B

, называют число 
[image: image260.wmf]()
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