(Класс 10, модуль XIII, урок 3)

Урок 3. Понятие о Законе больших чисел
План урока
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 3.1. Частота события
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 3.2. Понятие о Законе больших чисел. 
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 3.3. Приложения Закона больших чисел 
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 3.4. Оценка точности прогнозов
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 Домашнее задание

Цели урока: 
Обратить внимание на практическую значимость теории вероятностей и на то, что результаты предсказаний, сделанных в результате проведенных экспериментов, оказываются точнее в том случае, когда эксперимент повторяется достаточно большое число раз. 
3.1. Частота события


Рассмотрим некоторый эксперимент. Однократное проведение этого эксперимента для краткости будем называть испытанием. Проведем несколько испытаний и каждый раз отметим, произошло ли интересующее нас событие 
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Предположим, что в 
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 испытаниях событие 
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 произошло 
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частотой события 
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 испытаниях называется число 
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Пример 1. Монета была брошена 4040 раз, причем герб выпал 2048 раз. Этот известный опыт провел Бюффон. Частота 
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 выпадения герба в 4040 испытаниях Бюффона есть 
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Вопрос. Может ли частота события быть числом иррациональным? 


(Предполагаемый ответ. По своему смыслу частота события есть отношение натуральных чисел, а поэтому является рациональным числом).

3.2. Понятие о Законе больших чисел. 


Давно замечено, что при большом числе 
[image: image16.wmf]n

 независимых испытаний частота 
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 становится приближенно равной вероятности 
[image: image18.wmf]()

PA

. Это приближенное равенство становится все точнее и точнее с ростом числа 
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. Тот факт, что 
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при больших 
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, называют Законом больших чисел. 

Значительное отклонение частоты события от его вероятности при больших 
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 возможно, но происходит очень редко.
Пример 2. Джон Керрих, когда он был интернирован в лагере во время второй мировой войны, провел 10 экспериментов, каждый из которых состоял из 1000 подбрасываний монеты. Он получил следующие частоты выпадения гербов: 

0,502; 0,511; 0,497; 0,529; 0,504;

0,476; 0,507; 0,528; 0,504; 0,529.

Видно, что эти числа незначительно отличаются от вероятности 
[image: image23.wmf]p

 выпадения герба, равной 0,5. 

3.3. Приложения Закона больших чисел


Опираясь на Закон больших чисел, на практике можно получать приближенные решения следующих основных видов задач. 

Первый вид. Пусть требуется найти неизвестную вероятность интересующего нас события 
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 в некотором эксперименте. Тогда можно провести достаточно большое число 
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 испытаний, вычислить частоту 
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 в этих 
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 испытаниях и на основании Закона больших чисел принять полученную частоту за приближенное значение вероятности 
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 события 
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Например, на основании опыта Бюффона можно принять, что вероятность выпадения герба при бросании монеты равна 
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Второй вид. Пусть в некотором эксперименте вероятность события 
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 равна 
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, и требуется предсказать, сколько примерно раз произойдет событие 
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, если всего планируется провести 
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 испытаний. 

Если обозначить через 
[image: image35.wmf]()

n

SA

 число появлений события 
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 при 
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 испытаниях, то частота события 
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 равна 
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. Тогда на основании Закона больших чисел можно записать приближенное равенство 
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Например, при подбрасывании игрального кубика 100 раз событие 
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, состоящее в том, что выпадает 6 очков, следует ожидать примерно 17 раз, так как 
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Третий вид. Допустим, что в некотором эксперименте проводится одна серия из большого числа 
[image: image44.wmf]n

 испытаний и другая серия из большого числа 
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 испытаний, и в каждом случае отмечается интересующее нас событие 
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. Тогда по Закону больших чисел частоты 
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 приближенно равны вероятности события 
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. Отсюда следует, что 
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 Поэтому 
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Аналогично можно получить приближенное равенство 
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Рассмотрим, как эти приближенные равенства можно применять на практике. 

Пример 3. После проведения опроса общественного мнения выяснилось, что 
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 опрошенных решили голосовать на ближайших выборах за кандидата Иванова, 
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  — за кандидата Петрова, а остальные 
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 не собираются идти на выборы, а если и пойдут, то не решили, за кого из двух выдвинутых кандидатов будут голосовать. Можно ли предсказать процент голосов, которые будут поданы на выборах за кандидата Иванова? 

Решение. Пусть 
[image: image57.wmf]W

 — множество всех, имеющих право голоса, и 
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. По условию множество 
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 разбивается на три части: на множество 
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 тех, кто будет голосовать за кандидата Иванова; на множество 
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 тех, кто будет голосовать за кандидата Петрова, и на множество 
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 тех, кто решил не участвовать в выборах. 

Из проведенного среди 
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 избирателей опроса вытекает, что с частотой 
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 избиратели голосуют за кандидата Иванова, с частотой 
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 избиратели голосуют за кандидата Петрова и с частотой 
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 избиратели не собираются голосовать. 

В силу формулы (3) 
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Отсюда следует, что если выборы провести немедленно, то из 
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  явившихся на выборы за кандидата Иванова проголосует 
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 избирателей. Значит, за него будут голосовать с вероятностью
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В итоге он наберет примерно 60% голосов. Если же выборы состоятся не скоро, то на результаты выборов могут повлиять пришедшие на выборы избиратели из множества 
[image: image72.wmf]C

.

Вопрос. Как изменятся результаты выборов, если из тех избирателей, кто не собирался идти голосовать, на выборы придет половина, и все проголосуют за кандидата Петрова? 


(Предполагаемый ответ. Тогда
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Пример 4. Известный биолог Грегор Мендель в одной из серий опытов по скрещиванию гибридного гороха с желтыми семенами получил 6022 растения с желтыми семенами и 2001 растение с зелеными семенами. Что можно сказать о вероятности получить в данном эксперименте горох с зелеными семенами? 

Решение. Обозначим через 
[image: image74.wmf]Z

 событие, состоящее в том, что из желтого семени гибридного гороха вырастет растение с зелеными семенами. Из условий задачи по формуле 1 из пункта 3.2 при 
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На основании этих и других аналогичных вычислений Г. Мендель, примерно в 1865 году, сделал вывод, что 
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. Бесспорное доказательство справедливости этого вывода было получено только после изобретения электронного микроскопа, когда удалось разглядеть структуру хромосом. 

Пример 5. Страховая компания составила 
[image: image78.wmf]n

 договоров страхования на следующих условиях: каждый застрахованный внес некоторую сумму 
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, а компания обещала выплатить ему сумму в 20 раз большую в случае, если с ним в течение года произойдет один из перечисленных в договоре несчастных случаев. Какую сумму денег рассчитывает получить компания в конце года после страховых выплат, если в предыдущие годы она выплачивала страховки лишь двум процентам застраховавшихся? 

Решение. Пусть 
[image: image80.wmf]D

 — событие, состоящее в том, что компания выплачивает страховку по договору. По условию задачи 
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, то есть эта вероятность приближенно равна частоте выплат в предыдущие годы. В силу формулы (2) из пункта 3.3 в текущем году страховка будет выплачена в 
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 случаях. Выплачивая в каждом из этих случаев сумму 
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. Таким образом, из собранной компанией суммы 
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 ей останется в конце года сумма, примерно равная 
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Приведем теперь пример более трудной задачи. Из вопроса к этой задаче станет ясным, почему формулу, получающуюся при решении задачи о подсчете числа рыб в озере, часто объявляли совершенно секретной.
Пример 6. В некотором озере группой ученых было выловлено, помечено, и отпущено обратно в озеро 
[image: image87.wmf]k

 рыб. Спустя некоторое время в разных местах этого озера было поймано 
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 рыб, среди которых оказалось ровно 
[image: image89.wmf]s

 помеченных ранее. Как по этим данным оценить число рыб в озере? 

Решение. Пусть 
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 — множество всех рыб в озере, а 
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 — множество тех рыб, которых пометили ученые. Если предполагать, что каждую рыбу можно выловить с одной и той же вероятностью, то вероятность выловить помеченную рыбу равна 
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Во втором улове из 
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 рыб помеченные рыбы встречаются с частотой 
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. Из этого приближенного равенства получаем, что 
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. Следовательно, число рыб в озере можно оценить числом 
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Вопрос. Разведчикам, наблюдавшим в тылу противника за железными дорогами, удалось записать и передать командованию 
[image: image99.wmf]k

 фабричных номеров танков нового образца, которые противник перевозил в сторону фронта. Спустя некоторое время служба, занимающаяся учетом подбитой боевой техники противника, доложила, что среди 
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 танков противника нового образца, подбитых на линии фронта, оказалось ровно 
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 с фабричными номерами из списка в 
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 номеров, составленного разведкой. Как по этим данным оценить общее число танков нового образца, имеющихся у противника на фронте? 


(Предполагаемый ответ.   Эта задача с точностью до обозначений совпадает с задачей из примера 6, с той лишь разницей, что вместо рыб речь идет о танках. Поэтому ответ 
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 можно заимствовать из примера 6).
3.4. Оценка точности прогнозов

На этом уроке мы постоянно использовали тот факт, что частота примерно равна вероятности. Естественно, могут возникнуть вопросы: «а что значит примерно равны»? Или: «а с какой точностью они равны»?  Найти ответы на эти вопросы оказалось очень трудной математической задачей. Решение ее содержится в так называемой Центральной Предельной Теореме теории вероятностей. В качестве самого простого следствия из этой теоремы можно получить, что следующие неравенства 
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имеют место с вероятностью примерно 95%, если 
[image: image106.wmf]9
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Пример 7. При опросе общественного мнения выяснилось, что за Иванова собираются проголосовать примерно 20% опрошенных. Отсюда был сделан прогноз, что избиратели будут голосовать за Иванова с вероятностью примерно 20%. Какова точность этого прогноза, если в опросе участвовало 1600 человек?
Решение. Для ответа на этот вопрос воспользуемся формулой (5), взяв в качестве 
[image: image107.wmf]A

 событие, состоящее в том, что случайно выбранный человек проголосовал за Иванова. Получаем 
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Следовательно, в данном случае, с вероятностью примерно 95% частота 
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 отличается от неизвестной вероятности 
[image: image110.wmf]()
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 не более чем на 2%. После этого организация, проводившая опрос, сделает вывод заказчикам опроса, что за Иванова проголосуют от 18% до 22% избирателей. 

Однако, что  именно значат слова: «неравенства (4)–(6) справедливы с вероятностью примерно 95%»? Это означает, что если организация, проводящая опросы, будет определять только точность своих прогнозов по формуле (5), то в 95% случаях ее выводы будут верными. А в 5% случаев заказчиков опроса ждет разочарование, или неожиданная радость: кандидат получил меньше или больше голосов, чем было предсказано в результате опроса общественного мнения.
Вопрос. Допустим, что в примере 7 было опрошено не 1600, а 10000 человек. Какой вывод  тогда вывод сделала бы компания, проводившая опрос?

(Предполагаемый ответ. В этом случае нужно заменить число 1600 на 10000 и провести аналогичные рассуждения:
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Следовательно, в данном случае, с вероятностью примерно 95% частота 
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 отличается от неизвестной вероятности 
[image: image113.wmf]()
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 не более чем на 0,8%. После этого организация, проводившая опрос, сделает вывод заказчикам опроса, что за Иванова проголосуют от 19,2% до 20,8% избирателей). 

Проверь себя. Понятие о Законе больших чисел 

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
В серии опытов Джона Керриха были получены следующие результаты. 

 0,502; 0,511; 0,497; 0,529; 0,504;

0,476; 0,507; 0,528; 0,504; 0,529.

Видно, что эти числа незначительно отличаются от вероятности 
[image: image114.wmf]p

 выпадания герба, равной 0,5. Чему равно максимальное по модулю отклонение частоты от вероятности? 
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1. 0,011
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2. 0,029
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3. 0,034
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4. 0,043
(Правильный вариант: 2)
При падении со стола на пол из 60 одинаковых бутербродов с маслом 54 упало маслом вниз. С какой частотой в этом случае бутерброды падают на пол маслом вниз?
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(Правильный вариант: 3)

Мастер спорта по шахматам сыграл со 128 любителями и выиграл 112 партий. С какой частотой мастер выигрывал партии?
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(Правильный вариант: 3)

При тысячекратном подбрасывании искривленной монеты получили, что 708 раз монета выпала гербом сверху. Какое из приведенных чисел наиболее точно подходит как вероятность выпадения герба в этом эксперименте?
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4. 
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(Правильный вариант: 2)

Проверь себя. Понятие о Законе больших чисел 

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

Пусть известно, что при стрельбе по мишени стрелок попадает в «десятку» с вероятностью 
[image: image143.wmf]4

5

. Какие из приведенных прогнозов следует считать правдоподобными?
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1. Из 100 выстрелов стрелок 82 раза попадет в «десятку»
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2. Из 300 выстрелов стрелок 280 раз попадет в «десятку»


[image: image146.wmf]·

3. Из 500 выстрелов стрелок 450 раз попадет в «десятку»


[image: image147.wmf]·

4. Из 800 выстрелов стрелок 650 раа попадет в «десятку»

(Правильные варианты: 1, 4)

Пусть известно, что на заводе при изготовлении лампочек с вероятностью 0,003  лампочка получается бракованной. Какие из приведенных прогнозов следует считать правдоподобными?
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1. В партии из 600 лампочек 5 бракованных
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2. В партии из 1200 лампочек 4 бракованные 
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3. В партии из 10000 лампочек 28 бракованных 
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4. В партии из 500000 лампочек 150 бракованных 

(Правильные варианты: 2, 3, 4)

.

Пусть известно, что на озере при ловле рыбы на удочку некто поймал 80 рыб, из которых 16 окуней. Какие из приведенных прогнозов следует считать правдоподобными?
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1. Если поймать 200 рыб, то из них будет 40 окуней
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2. Если поймать 300 рыб, то из них будет 80 окуней 
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3. Если поймать 500 рыб, то из них будет 150 окуней 
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4. Если поймать 600 рыб, то из них будет 120 окуней 

(Правильные варианты: 1, 4)

.

Предположим, что при опросе 1500 избирателей 1186 из них собираются голосовать за кандидата в Президенты. Какие из приведенных прогнозов следует считать правдоподобными, если в голосовании примет участие 20 миллионов избирателей?
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1. 13 миллионов избирателей проголосует за кандидата в Президенты
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2. 15 миллионов избирателей проголосует за кандидата в Президенты 
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3. 17 миллионов избирателей проголосует за кандидата в Президенты 
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4. 19 миллионов избирателей проголосует за кандидата в Президенты 

(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание

1. а) Подбросьте дома монету 100 раз и посмотрите, насколько частота выпадания орла отличается от 
[image: image160.wmf]1

2

; 

б) подсчитайте частоту выпадания орла по всем испытаниям всеми учениками класса и повторите сравнение с вероятностью. 

2. С 1871 по 1900 год в Швейцарии родились 1359671 мальчик и 1285086 девочек. Какая из следующих гипотез точнее предсказывает этот результат: гипотеза о равновероятности полов у новорожденных, или гипотеза о том, что мальчики рождаются с вероятностью 
[image: image161.wmf]17

33

, а девочки — с вероятностью 
[image: image162.wmf]16

33

? 

3. Известно, что люди имеют отрицательный резус-фактор крови с вероятностью 0,16. Оцените число граждан, имеющих отрицательный резус-фактор крови, в государстве, насчитывающем 150 миллионов жителей. 

4. Известно, что мужчины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image163.wmf]1

20

. Оцените число дальтоников-мужчин в районе, насчитывающем 200 тысяч жителей, среди которых мужчины составляют 
[image: image164.wmf]45

%

. 

5. Известно, что женщины страдают дальтонизмом с вероятностью 
[image: image165.wmf](
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=

. Оцените число дальтоников-женщин в области, насчитывающей 2 миллиона жителей, среди которых женщины составляют 
[image: image166.wmf]55

%

. 

6. При переписи населения Англии и Уэльса в 1901 году было зарегистрировано (с точностью до тысячи) 15729 тысяч мужчин и 16799 тысяч женщин; 3497 мужчин и 3072 женщин были зарегистрированы как глухонемые от рождения. Оцените число глухонемых от рождения среди жителей страны, насчитывающей 28 миллионов мужчин и 30 миллионов женщин. 

7. Известно, что вероятность рождения двух близнецов разного пола примерно равна 0,36. Оцените число пар близнецов в городе, насчитывающем ровно 100 пар близнецов разного пола. 

8. В некотором городе за неделю совершается в среднем 4 миллиона поездок на автобусе. При этом службой контроля проверяются билеты примерно у 200 тысяч пассажиров и выявляется около 10 тысяч случаев безбилетного проезда. Оцените число невыявленных случаев безбилетного проезда за неделю. 

9. Страховая фирма объявила, что у нее за два года практически не менялся список застраховавшихся и что в прошлом году она выплатила страховки 98 клиентам, а в этом — 105 застрахованным, причем 6 человек получили выплаты за оба года. Оцените число застраховавшихся в данной фирме. 

10. В прошлом году в некотором городе за нарушение правил дорожного движения 1900 водителей были задержаны хотя бы один раз, а в позапрошлом году таких водителей было 2100, причем 38 человек задерживались оба года. Оцените число водителей в этом городе, которые в этом году хотя бы раз нарушат правила дорожного движения, но ни разу не будут задержаны. 

11. В копилку со старыми монетами брошено 10 новеньких монет. После этого 100 раз из копилки вытряхивали по одной монете, рассматривали ее и каждый раз возвращали обратно. Оцените число монет в копилке, если среди 100 просмотренных монет только 4 раза встретились новенькие монеты. 

Словарь терминов


Эксперимент со случайным исходом. Рассматриваемый эксперимент состоит в случайном выборе одного элемента из некоторого  множества элементов. 


Исход эксперимента. Выбранный элемент в эксперименте со случайным исходом называют исходом эксперимента, а множество из которого он выбирается — множеством всех возможных исходов эксперимента. 


Событие в эксперименте со случайным исходом. Пусть 
[image: image167.wmf]A

  — некоторое подмножество множества всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбранный в результате эксперимента элемент оказался одним из элементов множества 
[image: image168.wmf]A

, то говорят, что произошло событие 
[image: image169.wmf]A

. 


Вероятность события. Вероятность события 
[image: image170.wmf]A

  определяется как отношение меры множества 
[image: image171.wmf]A

 к мере множества 
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, то есть 
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где мера 
[image: image174.wmf]m

 выбирается, исходя из условий проведения эксперимента.

Частота события. 
Предположим, что в 
[image: image175.wmf]n

 испытаниях событие 
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 произошло 
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 раз. В этом случае частотой события 
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 в 
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 испытаниях называется число 
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Закон больших чисел. При большом числе испытаний частота события приближенно равна вероятности этого события.
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