(Класс 11, модуль II, урок 1)

Урок 1. Основные свойства сферы и шара
План урока
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 1.1 Основные свойства сферы и шара
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 1.2 Теорема о сечении сферы плоскостью
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 1.3 Сечение шара плоскостью

 
[image: image4.wmf]·

 1.4 Мини-исследование
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 1.5 Касание сфер
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 1.6 Внутренние и граничные точки шара
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке напоминаются определения сферы и шара, устанавливается основное свойство сечения сферы плоскостью, определяется плоскость, касательная к сфере, рассматривается взаимное расположение двух сфер или шаров в пространстве.
1.1 Основные свойства сферы и шара
Одними из самых известных пространственных фигур являются сфера и шар.
Напомним, что сферой с центром О и радиусом R называется пространственная фигура, состоящая из всех точек, удаленных от точки О на расстояние R.
Сфера ограничивает в пространстве множество точек и является границей шара. Напомним, что шаром с центром О и радиусом R называется пространственная фигура, состоящая из всех точек, удаленных от точки О на расстояние, меньшее либо равное R.
Точка М пространства лежит на заданной сфере с центром О и радиусом R только в том случае, когда ОМ = R. Точка М пространства содержится внутри данного шара с центром О и радиусом R только в том случае, когда ОМ < R.
Это интересно

Сфера и шар являются одними из самых замечательных пространственных фигур. Прежде всего, в эстетическом плане материальный шар воспринимается как одно из самых совершенных тел. Чаще всего любое близкое, но не похожее на шар тело зрительно воспринимается как некоторое отклонение от совершенства. С другой стороны, шар обладает тем свойством, что из всех тел с заданным объемом  шар имеет наименьшую площадь поверхности. Это одна из причин, по которой жидкость в невесомости принимает шарообразную форму. На практике это свойство шара также иногда применяется, некоторые резервуары большого объема делают в виде шара. С математической точки зрения задача о минимизации площади поверхности тела при заданном объеме непростая, и средствами школьной математики не может быть решена. 
1.2 Теорема о сечении сферы плоскостью

Сфера и плоскость могут либо не иметь общих точек, либо иметь одну общую точку, либо пересекаться по окружности. Это зависит от расстояния между центром сферы и плоскостью.
Теорема. Пусть центр О сферы радиуса R находится на расстоянии d от плоскости α. Тогда

 при d > R сфера не имеет общих точек с плоскостью α ;

 при d = R сфера имеет с плоскостью α единственную общую точку;
при 0<d< R сечением сферы плоскостью α является окружность радиуса 
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 с центром О1, причем отрезок ОО перпендикулярен плоскости α;

при d=0 сечением сферы плоскостью α является окружность радиуса R с центром О.
Доказательство. Пусть точка O не принадлежит плоскости α.Опустим перпендикуляр ОО1 из точки О на плоскость α. Тогда ОО1 =d. Далее рассмотрим три случая.
I
случай. Пусть d > R. Тогда точка О плоскости α не лежит на сфере, так как ОО1 > R. Для любой другой точки М плоскости α имеем ОМ>ОО1 =d>R (рисунок 1). Отсюда ОМ > R, а поэтому точка М также не лежит на сфере.
II
случай. Пусть d=R. Тогда точка О1 плоскости α лежит на сфере, так как ОО1 =R. Для любой другой точки М плоскости α имеем ОМ>ОО1 =R. Значит, точка М не лежит на сфере, а поэтому при d = R сфера и плоскость имеют единственную общую точку (рисунок 2).
      III
случай. Пусть 0<d<R. Проведем в плоскости α окружность S с центром О1и радиусом 
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 (рисунок 3). Для любой точки М окружности S получаем прямоугольный треугольник ОО1М с прямым углом при вершине О1. Поэтому по теореме Пифагора получаем  
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,  откуда OМ=R. Следовательно, точка М лежит на данной сфере.
Обратно, пусть точка К — общая точка данной сферы и плоскости α. Тогда точка К не совпадает с точкой О1, и получаем прямоугольный треугольник ОО1К, откуда 
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. Следовательно, точка К лежит в плоскости α на окружности S.
В случае d = 0. точка О принадлежит плоскости α. Тогда проведем в плоскости α окружность S с центром О и радиусом R. Аналогично предыдущему случаю можно доказать, что в пересечении сферы с плоскостью α получаются все точки окружности S.
1.3 Сечение шара плоскостью

Основные свойства шара тесно связаны со свойствами сферы. Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, большее радиуса шара, то плоскость не имеет с шаром общих точек, то есть не пересекается с шаром.
Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, равное радиусу шара, то плоскость касается сферы, которая является границей шара.
Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, меньшее радиуса шара, то плоскость пересекает шар по кругу. При этом границей круга является окружность пересечения данной плоскости с границей шара.
Вопрос. Пусть шар не пересекается с плоскостью. Какая точка шара находится на наименьшем расстоянии от этой плоскости?

1.4 Мини-исследование

Пусть имеется идеальный деревянный шар, радиус которого, например, от 10 см. до 20 см. 
Кроме этого, имеются циркуль, линейка и бумага.

1. Найти способ, с помощью которого можно точно определить радиус циркулем проведенной на шаре окружности.
2. Установить, как можно точно найти радиус заданного шара.

Для практического применения полученный способ позволит с любой сколь угодно высокой точностью определить радиус материального шара, если предполагать, что все необходимые измерения и вычисления выполнить с нужной точностью.
1.5 Пересечение двух сфер
Две сферы в пространстве могут либо не иметь общих точек, либо иметь только одну общую точку, либо пересекаться по окружности. Это зависит от радиусов сфер и расстояния между их центрами. 
Теорема. Пусть даны сфера S1 c центром О1 и радиусом R1 и сфера S2 c центром О2 и радиусом R2 и d=O1O2 . Тогда

 при d> R1+R2 или при 
[image: image14.wmf]2

1

R

R

d

-

<

 сферы не имеет общих точек;

 при d=R1+R2 или при 
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 сферы имеют единственную общую точку, то есть касаются;
в остальных случаях пересечением сфер является окружность. 
При d=R1+R2 говорят, что сферы касаются внешним образом. В этом случае каждая из сфер расположена вне другой сферы. 

При 
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 говорят, что сферы касаются внутренним образом. В этом случае одна из сфер расположена внутри другой.
Доказательство теоремы основывается на аналогичном результате о взаимном расположении двух окружностей на плоскости и на теореме о сечении сферы плоскостью.
I
случай. Пусть d> R1+R2 Проведем через точки О1 и О2 произвольную плоскость а. При пересечении сфер получим две окружности радиусов R1.и R2, расстояние между центрами которых больше суммы радиусов. Следовательно, эти окружности расположены вне друг друга и не пересекаются. Так как плоскость выбиралась произвольно, то сферы также не имеют общей точки. При 
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 рассуждения аналогичны, но в этом случае одна из сфер расположена внутри другой.
II
случай. Пусть d=R1+R2 или 
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 d = R. Также проведем через точки О1 и О2 произвольную плоскость а. При пересечении сфер получим две окружности радиусов R1 и R2, расстояние между центрами которых равно либо сумме, либо разности радиусов. Следовательно, эти окружности касаются. Так как плоскость выбиралась произвольно, то сферы также имеют только одну общую точку, то есть касаются. 
III
случай. Пусть 0 < d < R. Снова проведем через точки О1 и О2 произвольную плоскость а. При пересечении сфер получим две окружности, пересекающиеся в двух точках. Обозначив одну из точек пересечения через M, получаем треугольник O1MO2 (рисунок 4). Проведем в этом треугольнике высоту MH. Независимо от выбора плоскости значения длин отрезков O1H, O2H и MH всегда одинаковы. Отсюда следует, что все точки пересечения сфер расположены в плоскости, проходящей через точку H и перпендикулярной прямой O1O2, и равноудалены от точки H , то есть расположены на окружности с центром H.
Обратно, если рассмотреть любую точку K построенной окружности, то при пересечении сфер плоскостью O1KO2, получаем рисунок, аналогичный рисунку 4, откуда вычисляется, что O1K=R1, O2K=R2. , то есть точка K принадлежит каждой из сфер.
1.6 Внутренние и граничные точки шара

Пусть  задан  шар   U  радиуса R с центром О. Назовем точку М внутренней точкой шара С/, если ОМ < R. Докажем, что для каждой внутренней точки М шара U можно указать шар с центром М, все точки которого будут внутренними для исходного шара.
Доказательство. Пусть d=ОМ<R.. Построим с центром М и радиусом 
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 шар S (рисунок 5). Возьмем произвольную точку Р шара S. Тогда по неравенству треугольника имеем: 
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Так как OP<R, то P — внутренняя точка шара U.
Таким образом, каждая внутренняя точка М шара U входит в шар U вместе с некоторым шаром, центр которого совпадает с точкой М.
Указанное свойство не выполняется для точек сферы, ограничивающей шар. Действительно, пусть М лежит на сфере радиуса R с центром О. Построим с центром М шар V радиуса 0<r<R. Прямая ОМ пересекает шар V по его диаметру АВ (рисунок 6). Точка А лежит вне заданного шара U, потому что ОА=ОМ+МА=R+r>R, а точка В лежит внутри заданного шара U, потому что ОВ=ОМ — OB=R — r<R. Следовательно, любой сколь угодно малый шар с центром М содержит как точки принадлежащие шару, так и точки, не принадлежащие ему.

Вопрос. При каком условии один шар целиком находится вне другого шара?
Проверь себя. Основные свойства сферы и шара
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
Какое множество точек не может получаться при сечении сферы плоскостью?
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1. Круг
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2. Окружность
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3. Точка
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4. Пустое множество
(Правильный вариант: 1)

На расстоянии 4 см. от центра сферы радиуса 5 см. проводится плоскость. Какой радиус имеет окружность сечения?
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1. 1 см.
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2. 2 см.
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3. 3 см.
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4. 4 см.
(Правильный вариант: 3)

На расстоянии 99 от центра сферы радиуса 100 проводится плоскость. Какому из промежутков принадлежит значение радиуса окружности сечения?
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1. (5;10)
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2. (10;15)
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3. (15;20)
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4. (20;25)
(Правильный вариант: 2)
Сфера радиуса 2 касается двух параллельных плоскостей. Чему равно расстояние между этими плоскостями?
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1. 2
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2. 3
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3. 4
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4. 5
(Правильный вариант: 3)
Проверь себя. Основные свойства сферы и шара
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Сфера радиуса R пересекается плоскостью. Какое из приведенных значений может быть радиусом окружности сечения?
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1. 
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2. 
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3. 
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4. 
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(Правильные варианты: 1, 3)
Даны сфера S1 c центром О1 и радиусом R1 и сфера S2 c центром О2 и радиусом R2 . В каких из перечисленных случаев сферы касаются?
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1. R1=2, R2=5, O1O2=3
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2. R1=31, R2=47, O1O2=77
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3. R1=12, R2=25, O1O2=13
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4. R1=1,24; R2=2,325; O1O2=3,565

 (Правильные варианты: 1, 3, 4)

Даны шар V1 c центром О1 и радиусом R1 и шар V2 c центром О2 и радиусом R2 . В каких из перечисленных случаев один из шаров содержится в другом шаре?
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1. R1=2, R2=5, O1O2=3
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2. R1=48, R2=37, O1O2=7
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3. R1=10, R2=36, O1O2=28

[image: image52.wmf]·

4. R1=3,2; R2=2,3; O1O2=0,999

 (Правильные варианты: 1, 2)

Две сферы радиусов R1=8 и R2=12 касаются одной плоскости. Каким может быть расстояние между центрами этих сфер?
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1. 0,2
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2. 2
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3. 20
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4. 200
(Правильные варианты: 3, 4)

Домашнее задание

1. Центр сферы радиуса R лежит на поверхности другой сферы радиуса 2R. Найдите радиус окружности, по которой эти сферы пересекаются.
2. Точка А лежит за пределами шара S.   Каково геометрическое место точек касания шара S со всевозможными касательными плоскостями, проходящими через точку А?
3. Радиус сферы равен R. Через конец одного из радиусов под углом 30° к нему проведена плоскость. Найдите радиус окружности, по которой пересекаются эти плоскость и сфера.
4. Через точку А на поверхности сферы радиуса R проведена касательная плоскость α.  Плоскость β проходит через точку А и составляет угол 45° с плоскостью α. Каков радиус окружности, по которой сфера пересекается плоскостью β?
5. На поверхности сферы радиуса R выбрана точка А.  Найдите радиус окружности, расположенной на сфере, все точки которой удалены от точки А на расстояние R.
6.** Две параллельные плоскости пересекают сферу по окружностям радиусов r1, r2 .Найдите радиус сферы, если расстояние между плоскостями равно h.
7. Шар радиуса 5 см касается плоскости α. Точка А лежит на плоскости α на расстоянии 12 см от точки касания. Найдите:
а) наименьшее расстояние от А до точек шара; 
б) наибольшее расстояние от А до точек шара.
8.** Пересечение пространственной фигуры Ф с любой плоскостью есть либо круг, либо точка, либо пустое множество. Докажите, что фигура Ф — шар.
Словарь терминов
Сфера. Пространственная фигура, состоящая из всех точек, удаленных от точки О на расстояние R.
Шар. Пространственная фигура, состоящая из всех точек, удаленных от точки О на расстояние, меньшее либо равное R.
Плоскость, касательная к сфере. Плоскость, имеющая со сферой единственную общую точку. 
Внутренняя точка шара. Точка М является внутренней точкой шара  U, если  можно указать шар с центром М, все точки которого принадлежат данному шару.
Внешняя точка шара. Точка М является граничной точкой шара U, если любой сколь угодно малый шар с центром М содержит как точки, принадлежащие шару, так и точки, не принадлежащие ему.
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