(Класс 11, модуль II, урок 2)

Урок 2. Сферы, описанные вокруг многогранника
План урока
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 2.1. Сфера, описанная вокруг многогранника
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 2.2. Сфера, описанная вокруг правильной пирамиды
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 2.3. Построение центра описанной сферы
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 2.4. Серединный перпендикуляр к отрезку в пространстве
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 Тесты


[image: image6.wmf]·

 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке рассматриваются сферы, описанные вокруг многогранника, и соответственно многогранники, вписанные в сферу, изучаются способы нахождения центра и радиуса описанной сферы, рассматривается свойство серединного перпендикуляра к отрезку и демонстрируется, как использовать это свойство при нахождении центра сферы, проходящей через заданные точки.
1.2. Сфера, описанная вокруг многогранника

Сфера называется описанной около многогранника, если все вершины многогранника лежат на сфере. В таком случае многогранник называется вписанным в данную сферу.
Пусть многогранник вписан в сферу S. Пересекая сферу S плоскостью, проходящей через грань многогранника, получим окружность, описанную около данной грани (рисунок 1). Из теоремы о сечении сферы плоскостью следует, что если эта плоскость не проходит через центр сферы, то соединяя центр окружности сечения с центром сферы, получим отрезок, перпендикулярный соответствующей грани.
Вопрос. В каком случае около параллелепипеда можно описать сферу?
1.2. Сфера, описанная вокруг правильной пирамиды
Сферу можно описать около произвольной правильной пирамиды. При этом центр сферы лежит на прямой, проходящей через высоту пирамиды.
Доказательство. Напомним, что пирамида называется правильной, если ее основанием является правильный многоугольник, а основание высоты пирамиды совпадает с центром этого многоугольника, то есть с центром описанной вокруг основания пирамиды окружности. Следовательно, прямая,  проходящая через центр описанной вокруг основания окружности и перпендикулярная плоскости основания, с одной стороны, содержит центр описанной около пирамиды сферы, с другой стороны, содержит высоту пирамиды.

Пример 1. В основании правильной четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD со стороной 2, боковые ребра пирамиды равны 3. Найти радиус сферы, описанной около пирамиды.
Решение. Пусть Н — основание высоты пирамиды (рисунок 2). Тогда точка Н совпадает с центром основания ABCD, a поэтому НА=НВ=НС=HD=
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 Тем самым точка Н совпадает с центром окружности, описанной около основания ABCD.  Рассмотрим плоскость AS С и найдем на высоте SH точку О такую, что OS=ОА (рисунок 3). Так как 
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. Из условия АО=R составляем уравнение: 
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. Рассматривая треугольники АНО, ВНО, СНО, DHO, получаем, что они прямоугольные и равны, так как имеют соответственно равные катеты. Отсюда АО=ВО=СО=DO=SO. Поэтому сфера с центром О и радиусом 
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.содержит все вершины пирамиды. 
Ответ: 
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Вопрос. Может ли центр сферы, описанной около пирамиды, находиться вне пирамиды?
2.3. Построение центра описанной сферы

Пусть многогранник вписан в сферу. В начале урока было указано, что если пересечь сферу плоскостью, проходящей через грань многогранника, то в сечении получается окружность, описанная около грани. Это свойство позволяет находить центр описанной сферы следующим способом. Выберем некоторую грань многогранника, найдем центр описанной около нее окружности и проведем через этот центр прямую, перпендикулярную плос​кости грани (рисунок 4). Если существует описанная сфера, то ее центр находится на построенной прямой. Указанное построение можно повторить и выполнить для какой-нибудь другой грани многогранника.
Пример 2. В основании призмы ABCА1В1С1 лежит прямоугольный треугольник ABC с гипотенузой АВ=6. Призма такова, что около нее можно описать сферу и что высота призмы равна 8. Найти радиус описанной сферы.
Решение. Рассмотрим грань ABC (рисунок 5). Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника ABC находится в середине М гипотенузы АВ. Следовательно, центр описанной сферы лежит на прямой а, проходящей через точку М и перпендикулярной плоскости ABC. Так как плоскости граней ABC и А1В1С1 параллельны, то прямая а проходит через центр сферы и перпендикулярна грани А1В1С1. Поэтому прямая а пересекает плоскость грани А1В1С1 в центре окружности, описанной около треугольника А1В1\С1. Следовательно, прямая a пересекает плоскость грани А1В1С1 в середине М1 гипотенузы А1В1 (рисунок 5).
Таким образом, на рисунке 5 отрезок ММ1 проходит через середины соответственных ребер оснований и перпендикулярен плоскости оснований. Следовательно, отрезок ММ1 равен высоте призмы, то есть ММ1=8. Для вычисления радиуса сферы можно рассмотреть плоскость АА1В1В (рисунок 6). Пусть О — центр сферы. Тогда 
[image: image17.wmf]АО=А1О, откуда ОМ=ОМ1 , 
[image: image18.wmf]4

2

1

1

=

=

MM

OM

, 
[image: image19.wmf]2

2

2

2

2

2

5

4

3

=

+

=

+

=

MO

AM

AO

, АО=5.
Ответ: 5.
2.4. Мини-исследование

Нетрудно установить, что описанная сфера существует не для всякого многогранника. В связи с этим предлагается исследовать существование описанной сферы для некоторых видов многогранников.
1. Выяснить, в каких случаях вокруг призмы можно описать сферу.

2. Рассмотреть многогранники с пятью гранями, у которых две грани – треугольники, лежащие в параллельных плоскостях, а оставшиеся три грани – четырехугольники, и также выяснить, при каких условиях вокруг такого многогранника можно описать сферу.
Вопрос. Где находится центр сферы, описанной около прямоугольного параллелепипеда?
2.5. Серединный перпендикуляр к отрезку в пространстве
Пусть известно, что сфера проходит через две различные точки А и В. В этом случае центр О сферы равноудален от точек А и В. Поэтому точка О находится во множестве всех точек пространства, равноудаленных от точек А и В, то есть находится в плоскости a, которая проходит через середину отрезка АВ перпендикулярно отрезку АВ. Иногда такую плоскость называют серединным перпендикуляром к отрезку АВ в пространстве.
Таким образом, если известно, что сфера проходит через точки А и В,  то центр сферы можно искать в плоскости, являющейся серединным перпендикуляром к отрезку АВ.
Пример 3. Ребро SA пирамиды SABC перпендикулярно основанию ABC, АВ=АС=3, SA=ВС=2. Найти радиус сферы, описанной около пирамиды SABC.
Решение Так как сфера проходит через точки S и A, то ее центр О лежит в плоскости MNK, проходящей через середину М ребра SА и параллельной плоскости ABC, потому что SA
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ABC (рисунок 7).
Если F — центр окружности, описанной около треугольника ABC, то 
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, а поэтому OF||AM (рисунок 8). Из параллельности плоскостей ABC и MNK следует, что AM=OF. Поэтому AMOF — прямоугольник. Остается выполнить вычисления:
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Ответ: 
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Вопрос. Как доказать, что около любой треугольной пирамиды можно описать сферу?
Проверь себя. Описанные сферы

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
Чему равен радиус описанной вокруг прямоугольного параллелепипеда сферы, у которого выходящие из одной вершины ребра имеют длину 2 см., 4см. и 6 см.?
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1. 
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2. 
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3. 
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4.  4
(Правильный вариант: 2)

Задан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1, у которого AB=2, AD=8, AA1=2. Чему равен радиус сферы, которая проходит через вершины C, C1, D1 и середину ребра AD?
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2. 
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3. 
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4. 
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(Правильный вариант: 2)

Вокруг правильных треугольных пирамид с ребром основания, равным 
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, описываются сферы. Какое наименьшее значение может иметь радиус сферы?
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1. 
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2. 
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3. 
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4. 
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(Правильный вариант: 3)

В основании правильной четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD со стороной 
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. Известно, что центр описанной вокруг пирамиды сферы находится на основании пирамиды. Чему равна длина бокового ребра пирамиды?
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]
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2. 
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3. 
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4. 
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 (Правильный вариант: 3)

Проверь себя. Описанные сферы

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Вокруг треугольной призмы всегда можно описать сферу, если:
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1. боковые грани призмы прямоугольники
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2. основания призмы правильные треугольники
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3. призма прямая
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4. призма правильная
(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Вокруг четырехугольной призмы всегда можно описать сферу, если:
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1. боковые грани призмы прямоугольники
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2. основания призмы квадраты
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3. призма прямая
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4. призма правильная

(Правильные варианты: 4)

Многогранник является вписанным в заданную сферу, если:
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1. сфера описана вокруг этого многогранника
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2. все вершины многогранника равноудалены от некоторой точки
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3. все вершины многогранника находятся на данной сфере
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4. все вершины многогранника равноудалены от центра данной сферы
 (Правильные варианты: 1, 3)

В правильной треугольной пирамиде на высоте SH, проведенной к основанию, выбрана точка F. В каком случае точка F ни в какой из пирамид не может быть центром описанной сферы, если известно, что:
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1. SF:FH=3:1
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2. SF:FH=2:1
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3. SF:FH=1:1
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4. SF:FH=1:2
(Правильные варианты: 3, 4)

Домашнее задание

1. Радиус шара равен R. Найдите длины ребер вписанных в него куба и правильного тетраэдра.
2. Боковые ребра правильной четырехугольной пирамиды равны 9 см, а высота равна 5 см. Найдите радиус описанной около пирамиды сферы.
3. В пирамиде SABC грани ABC и ASC - прямоугольные треугольники с гипотенузой AC . Где находится центр описанной вокруг пирамиды сферы?
4. В основании четырехугольной пирамиды лежит квадрат со стороной 2 см.. Одно из боковых ребер равно 3 см и перпендикулярно к основанию. Найдите радиус описанной сферы.
5. Сторона основания правильной треугольной пирамиды в два раза меньше радиуса описанной около нее сферы. Найдите угол между боковым ребром и плоскостью основания пирамиды.
6. Центр шара радиуса R лежит в плоскости одной из граней куба, а четыре вершины куба, не принадлежащие этой грани, лежат на поверхности шара. Найдите длину ребра куба.
7. В пирамиде ABCD ребра АВ и CD имеют длину 4, остальные ребра имеют длину 
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. Найдите радиус сферы, описанной около пирамиды ABCD.
8. В основании пирамиды SABC лежит правильный треугольник ABC с ребром 1, ребро SA перпендикулярно основанию и SA = 3. Найдите радиус сферы, проходящей через вершины A, B, C и середину ребра SC.
Словарь терминов
Сфера, описанная вокруг многогранника. Сфера называется описанной около многогранника, если все вершины многогранника лежат на сфере.
Многогранник, вписанный в сферу. Многогранник называется вписанным в данную сферу, если все вершины многогранника лежат на сфере.
Серединный перпендикуляр к отрезку в пространстве. Плоскость, проходящая через середину отрезка и перпендикулярная к нему. 
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