(11 класс, модуль III, урок 1)
Урок 1. Предел функции
План урока
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 1.1. Интуитивное представление о пределе функции
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 1.2. Какими могут быть естественные области определения функций?
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 1.3. Окрестность точки
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 1.4. Определение предела функции 
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 1.5. Эквивалентное определение предела функции 
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 1.6. Наглядное представление предела функции 
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 1.7. Арифметические свойства пределов функций 
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 1.8. Свойства пределов функций, связанные с неравенствами 
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке дается определение предела функции в точке, формулируются и частично доказываются основные свойства пределов функций. В начале урока приводятся примеры, показывающие естественность понятия предела функции; для формулировки двух эквивалентных определений предела функции вводятся понятия окрестности точки и предельной точки области определения функции. Для лучшего понимания полезно познакомиться с темой V для 10 класса «Предел последовательности. Понятие числового ряда».
1.1. Интуитивное представление о пределе функции
Мы не видим ничего удивительного в том, что когда число 
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 достаточно близко к числу 
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, то число 
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 достаточно близко к числу 
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. В этом проявляется то естественное свойство, которое имеет большая часть функций, изучаемых в школьном курсе математики. Это свойство называется непрерывностью и заключается в том, что когда независимая переменная приближается к определенному числу, то соответствующие значения функции так же приближаются к некоторому числу. Изучение непрерывности функции связано с понятием предела функции в точке, которое и будет изучаться в этой главе. 

Вопрос. С какой точностью нужно задавать его внутренние размеры резервуара кубической формы вместимостью 
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 , чтобы ошибка не превосходила одного литра? 

Не всегда все бывает так естественно и просто, как было отмечено в предыдущем пункте. Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Пусть 
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 к нулю, то есть выбирать достаточно малое положительное число. Тогда 
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 — это достаточно большое число. Например, при 
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 тоже достаточно большое число при малых 
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. Выбирая все меньшие значения 
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, мы будем получать все большие и большие числа 
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. Поэтому о разности 
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 сразу трудно сказать, приближаются ли ее значения к определенному числу или не приближаются, если 
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 приближать к нулю. 

Пример 2. Пусть 
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 к нулю. Сначала, для каждого 
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. Тогда последовательность соответствующих значений функции 
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 не могут приближаться к какому-то одному конкретному числу. Значит, когда 
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 приближается к нулю, то значения функции 
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Вопрос. К чему приближаются значения функции 
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, когда значение переменной 
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 приближается к 1? 

1.2. Какими могут быть естественные области определения функций? 
Прежде чем давать определение предела функции, рассмотрим, какими могут быть естественные области определения числовых функций. 

Функция может быть определена при всех действительных 
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. Например, естественная область определения функции 
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Функция может быть определена на промежутке числовой прямой. Например, функция 
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Функция может быть определена на объединении нескольких промежутков. Например, функция 
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Функция может быть определена на объединении бесконечного числа промежутков. Например, функция 
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Наконец, областью определения функции может быть весьма необычное множество. Например, область определения функции 
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Вопрос. Какова область определения функции 
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Рассмотрим пример функции, область определения которой имеет достаточно сложную структуру. 

Пусть 
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. Найденное множество имеет вид, условно изображенный на рисунке 1. Это множество и есть естественная область определения функции 
[image: image91.wmf]1

()lg sin

fx

x

=

. 

Вопрос. Какова область определения функции 
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1.3. Окрестность точки. Предельная точка множества 
Напомним, как для произвольного числа 
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 и положительного 
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 определяется 
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 (рисунок 2). Поэтому данная 
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Если зафиксировать произвольное положительное число 
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, то аналогично определяется 
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 окрестность можно записать в виде интервала 
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Иногда вместо буквы 
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 используют букву 
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Понятие предела функции 
[image: image127.wmf]()

fx

 вводят в таких точках 
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Например, для функции 
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 числа 0 не содержит ни одного числа из области определения 
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, которое отлично от нуля. 

Отметим, что предельная точка области определения может как принадлежать области определения, так и не принадлежать ей. 

Вопрос. Как показать, что каждая 
[image: image148.wmf]d

-окрестность числа 
[image: image149.wmf]1

 имеет общие точки с областью определения функции 
[image: image150.wmf]2

2

()

1

x

fx

x

=

-

? 

1.4. Определение предела функции

Обсудив некоторые особенности функций и их областей определения, мы готовы сформулировать определение предела функции. 

Пусть функция 
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Определение 1. Число 
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 называется пределом функции 
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Пример 3. Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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 с требуемыми условиями на основании определения 1 получаем, что число 
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 является пределом функции 
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Аналогично доказывается, что если 
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Пример 4. Пусть 
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Доказательство. Пусть 
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 является пределом функции 
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Вопрос. Как доказать, что 
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1.5. Эквивалентное определение предела функции
Иногда удобно использовать еще одно определение предела функции в точке, которое эквивалентно определению 
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Пусть, как и в предыдущем пункте, функция 
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 и 
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 — такое число, что каждая 
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Число 
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 называется пределом функции 
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Сформулированное таким образом определение предела функции означает следующее: если мы будем сравнивать значения 
[image: image226.wmf]()
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 с точностью до 
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-окрестность точки 
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, что при всех 
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 из этой окрестности значения 
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 равны 
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; если мы будем сравнивать значения 
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, что при всех 
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 из этой окрестности значения 
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 равны 
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 с точностью до 
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; и так далее. 

Доказательство эквивалентности двух определений предела функции сложное, и мы его приводить не будем. 

Покажем, как можно применить определение 
[image: image246.wmf]2

 к нахождению пределов функций. 

Пример 5. Доказать, что 
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Доказательство. В соответствии с определением 
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 возьмем произвольное положительное число 
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, например 
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Таким образом, выбрав для произвольного положительного 
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 число 
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 это и означает, что 
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Вопрос. Как, используя определение 
[image: image266.wmf]2

, доказать что 
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1.6. Наглядное представление предела функции 
Предел функции можно наглядно представить на графике. Рассмотрим это на примере 
[image: image268.wmf]0
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Пусть 
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 (ее график изображен на рисунке 3). Для произвольного положительного числа 
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 неравенство 
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 равносильно неравенствам 
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. Выполнение этого неравенства означает, что соответствующие точки графика лежат между горизонтальными прямыми 
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 (рисунок 3). 

Выбор числа 
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 по числу 
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 означает, что мы находим такую 
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-окрестность числа 
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, что для всех 
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 из этой окрестности, принадлежащих области определения и отличных от нуля, соответствующие точки графика попадают в полосу между прямыми 
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 (рисунок 4). 

Возможность выполнить аналогичное построение при произвольном положительном 
[image: image282.wmf]e

 и означает, что 
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Вопрос. Как с помощью графика проиллюстрировать, что 
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1.7. Арифметические свойства пределов функций
Для пределов функции выполняются свойства, которые аналогичны свойствам пределов последовательностей. В этом пункте рассмотрим арифметические свойства пределов функций. 

Теорема 1. Пусть 
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Теорема 2. Пусть 
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Теорема 3. Пусть 
[image: image291.wmf]lim()

xa

fxA

®

=

, 
[image: image292.wmf]lim()

xa

gxB

®

=

 и 
[image: image293.wmf]0

B

¹

. Тогда 


[image: image294.wmf]()

lim

()

xa

fxA

gxB

®

=

.

Пример 6. 
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Примеры 3 и 4 и теоремы 1, 2, 3 позволяют находить многие новые пределы. 

Вопрос. Чему равен 
[image: image296.wmf]2
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Разберем доказательство теоремы 3. 

Доказательство. Пусть функция 
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 определена на множестве 
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, функция 
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 определена на множестве 
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. Возьмем произвольную последовательность 
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 по теореме о пределе частного двух последовательностей. 

Вопрос. Как доказать теорему 2? 

1.8. Свойства пределов функций, связанные с неравенствами

В этом пункте сформулируем свойства пределов функций, связанные с неравенствами. 

Теорема 4. (О промежуточной функции) Пусть 
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 и отличных от 
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 выполняются неравенства 
[image: image318.wmf]()()()

fxgxhx

££

. Тогда 
[image: image319.wmf]lim()

xa

gxA

®

=

. 

Теорема 5. (О переходе к пределу в неравенстве) Пусть 
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Вопрос. Как показать, что если функция принимает неотрицательные значения и в некоторой точке имеет предел, то значение предела также неотрицательно? 

Предел функции имеет одно простое, но очень важное свойство. 

Пусть 
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[image: image330.wmf]()

gx

 за исключением точки 
[image: image331.wmf]a

, и 
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 имеет предел 
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 в точке 
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. Тогда функция 
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 также имеет предел в точке 
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, равный 
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. 

Доказательство. В определении предела значение переменной 
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, равное 
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, не учитывается. А так как при всех остальных 
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 значения 
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 совпадают, то предел 
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 в точке 
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 и предел 
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 в точке 
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 — это одно и то же. 

Пример 7. 
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Вопрос. Чему равен 
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Мини-исследование. 

В пункте 1.7 приведено доказательство теоремы 3, использующее первое определение предела функции в точке («на языке последовательностей»), сводящее утверждение теоремы к известному факту из теории пределов последовательностей. Очень полезно провести доказательства теорем 1-5, использующее второе определение предела функции («на языке 
[image: image351.wmf]e

-
[image: image352.wmf]d

»), и, тем самым, независимое от теории пределов последовательностей. 


Предлагается ввести понятие бесконечно малой в точке 
[image: image353.wmf]a

 функции 
[image: image354.wmf]()

x
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 и аналогично тому, как это происходило для последовательностей, доказать несколько основных свойств бесконечно малых в точке функций: 
1) если функции 
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 и 
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 – бесконечно малые в точке 
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, то сумма 
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 – бесконечно малая в той же точке;
2) если функция 
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 – бесконечно малая в точке 
[image: image360.wmf]a

, функция 
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 ограничена в точке 
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, то произведение 
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 – бесконечно малая в точке 
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;
3) если функция 
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 – бесконечно малая в точке 
[image: image366.wmf]a

, то 
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 – ограниченная в точке 
[image: image368.wmf]a

 функция,

из свойств 2) и 3) следует, что произведение бесконечно малых в данной точке функций является бесконечно малой в этой точке функцией. 

Теперь доказательства 1-5 можно провести совершенно аналогично тому, как это было сделано в уроках 3 и 4 темы V «Предел последовательности» для 10 класса.
Проверь себя. Предел функции
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Число 
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Число 
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.
(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Домашнее задание
1. Какие числа входят в 
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-окрестность числа 
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, если: 
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2. Найдите область определения функции: 

а) 
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21

()

34

x

fx

xx

+

=

-+

; б) 
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3.* Найдите область определения функции: 

а) 
[image: image498.wmf]2
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4.** Найдите область определения функции: 

а) 
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5.* Сравните области определения функций 
[image: image511.wmf]()
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 и 
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6. Пусть 
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 при всех 
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. Докажите, что: 
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7.* Пусть 
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. Докажите, что: 
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8.** Пусть 
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9.* Докажите, что при любом значении 
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10. Найдите пределы: 
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11. Найдите пределы: 
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12.** Найдите пределы: 

а) 
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Словарь терминов
Естественная область определения функции, заданной формулой –множество тех значений ее аргумента, при которых формула имеет смысл. 
Окрестность точки. 
[image: image565.wmf]e

-окрестностью числа 
[image: image566.wmf]a

 называется множество всех таких чисел 
[image: image567.wmf]x

, что 
[image: image568.wmf]xa
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. Эту 
[image: image569.wmf]e
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окрестность можно записать в виде интервала 
[image: image570.wmf]()
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 или в виде неравенств 
[image: image571.wmf]axa
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Предельная точка. Точкой 
[image: image572.wmf]a

 множества 
[image: image573.wmf]M

 называется предельной точкой множества, если каждая ее окрестность содержит точки из 
[image: image574.wmf]M

, отличные от точки 
[image: image575.wmf]a

 . Предельная точка множества 
[image: image576.wmf]M

не обязательно принадлежит этому множеству, например, точка 0 является предельной точкой промежутка 
[image: image577.wmf](0;1]

, но не принадлежит ему. Понятие предела функции 
[image: image578.wmf]()
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 вводят в таких точках 
[image: image579.wmf]a

 числовой прямой, что каждая 
[image: image580.wmf]d

-окрестность числа 
[image: image581.wmf]a

 содержит числа из области определения функции 
[image: image582.wmf]()

fx

, отличные от 
[image: image583.wmf]a

, то есть в предельных точках области определения 
[image: image584.wmf]f
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 функции 
[image: image585.wmf]()
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. 
Предел функции. Число 
[image: image586.wmf]M

 называется пределом функции 
[image: image587.wmf]()
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 в точке 
[image: image588.wmf]a

, если для всякой последовательности 
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 такой, что 
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 сходится к 
[image: image594.wmf]M

 (при 
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). Предел функции 
[image: image596.wmf]()
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 в точке 
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 обозначают 
[image: image598.wmf]lim()

xa

fx

®

. Равенство 
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 означает, что функция 
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 имеет в точке 
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 предел, равный 
[image: image602.wmf]M

. В этом случае иногда говорят, что значения функции 
[image: image603.wmf]()

fx

 стремятся к числу 
[image: image604.wmf]M

 при 
[image: image605.wmf]x

, стремящихся к числу 
[image: image606.wmf]a

. 
Другое, эквивалентное приведенному, определение предела функции в точке – число 
[image: image607.wmf]M

 называется пределом функции 
[image: image608.wmf]()
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 в точке 
[image: image609.wmf]a

, если для каждого положительного числа 
[image: image610.wmf]e

 найдется такое 
[image: image611.wmf]0
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, что при всех 
[image: image612.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image613.wmf]xD
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, 
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 и 
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, выполняется неравенство 
[image: image616.wmf]()
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.
Бесконечно малая функция. Функция 
[image: image617.wmf]()

x

a

 называется бесконечно малой в точке 
[image: image618.wmf]a

, если ее предел в этой точке равен 0, то есть 
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. Ясно из определения, что 
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тогда и только тогда, когда функция 
[image: image621.wmf]()()
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 является бесконечно малой в точке 
[image: image622.wmf]a

.
Ограниченная в точке функция. Функция 
[image: image623.wmf]()

fx

 называется ограниченной в точке 
[image: image624.wmf]a

, если в некоторой 
[image: image625.wmf]d

-окрестности этой точки функция ограничена, то есть найдется такое число 
[image: image626.wmf]0
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, что при всех 
[image: image627.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image628.wmf]xD
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, 
[image: image629.wmf]xa
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 и 
[image: image630.wmf]xa
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, выполняется неравенство 
[image: image631.wmf]()
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. Ограниченная в точке функция называется также локально ограниченной.
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