(11 класс, модуль III, урок 2)
Урок 2. Непрерывность
План урока
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 2.1. Определение непрерывности функции 
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 2.2. Об определении непрерывности функции в изолированной точке области определения
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 2.3. Теоремы об арифметических операциях над непрерывными функциями
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 2.4. Теорема о непрерывности сложной функции
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке дается определение непрерывности функции в точке, формулируются и доказываются утверждения об арифметических операциях над непрерывными функциями, доказывается очень полезная в дальнейшем теорема о непрерывности сложной функции. 
2.1 Определение непрерывности функции 
Многие примеры из предыдущего урока приводили к тому, что когда число 
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 принадлежит области определения функции 
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. Однако, так бывает не всегда. Привести соответствующий пример удается не сразу, потому что в школьном курсе математики в основном изучаются простейшие функции. 

На многих компьютерах в список стандартных функций входит функция 
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 «сигнум 
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», которая определяется следующим образом: 
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Заметим, что иногда функцию 
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 называют «знак 
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». 

Имея функцию 
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, рассмотрим функцию 
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Так как при 
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 функция 
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 принимает значения 
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Таким образом, функция 
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 имеет предел при 
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Вопрос. В чем разница между функциями 
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Перейдем к определению одной из самых важных характеристик функций — непрерывности. 

Определение 3. Функция 
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 называется непрерывной в точке 
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 из области определения, если 
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Пример 1. Функция 
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Вопрос. Как доказать, что функция 
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 непрерывна в точке 1? 


Вспоминая определение предела функции в точке 
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 из предыдущего урока, можно дать более развернутое определение непрерывности функции в точке 
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: функция 
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Если последовательность 
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 сходится к нулю, нигде не обращаясь в 0. Поэтому функция
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Рассматривая непрерывность функции в разных точках, вводят понятие непрерывности функции на множестве. 

Определение 4. Функция 
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 называется непрерывной на множестве 
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Пример 2. Функция 
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Непрерывность функции можно рассматривать на отрезке, на интервале, на множестве, которое устроено сложнее, чем промежуток. В частности, можно говорить о непрерывности функции в ее естественной области определения. 

Вопрос. Как доказать, что функция 
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 непрерывна в своей естественной области определения? 
2.2. Об определении непрерывности функции в изолированной точке области определения
Определение непрерывности функции в точке, сформулированное в предыдущем пункте, неявно предполагает, что непрерывность функции 
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 рассматривается в такой точке 
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 точки из области определения функции 
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. Кроме этого определения непрерывности иногда рассматривают также следующее определение. 

Определение 5. Функция 
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Между определениями 
[image: image79.wmf]3

 и 
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 есть небольшая разница, которую поясним на примере. 

Пусть 
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. Естественная область определения этой функции есть множество 
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 из области определения 
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, то говорить о пределе функции 
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 не приходится. Однако, используя при 
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Таким образом, если применить определение 
[image: image96.wmf]5

, то функцию 
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 своей области определения. 

В том случае, когда определен 
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Вопрос. Как можно определить изолированную точку числового множества? 

2.3. Теоремы об арифметических операциях над непрерывными функциями 

Теоремы о пределах функции, сформулированные в первом параграфе, позволяют сформулировать и доказать несколько аналогичных теорем о непрерывных функциях. 

Теорема 6. Пусть функции 
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Теорема 7. Пусть функции 
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Теорема 8. Пусть функции 
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[image: image115.wmf]D

. Тогда функции 
[image: image116.wmf]()()

fxgx

+

 и 
[image: image117.wmf]()()

fxgx

×

 также непрерывны на промежутке 
[image: image118.wmf]D

. 

Теорема 9. Пусть функции 
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Пример 3. Установив, что 
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Вопрос. Как доказать непрерывность функции 
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2.4. Теорема о непрерывности сложной функции 
Имея две функции 
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Непрерывность сложной функции можно доказывать на основе следующей теоремы. 

Теорема 10. Пусть функция 
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Пример 4. Доказав непрерывность функций 
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Вопрос. Как доказать, что функция 
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Рассмотрим доказательство теоремы 10 о непрерывности сложной функции. 

Пусть функция 
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 определена на множестве 
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Рассмотрим теперь произвольное 
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В итоге для функции 
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Вопрос. Почему с использованием определения 
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 невозможно доказать непрерывность функции 
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Мини-исследование. 
Для того, чтобы хорошо представлять себе понятие непрерывности функции в точке, полезно разобраться в том, что означают слова «функция 
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 не является непрерывной в точке 
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». Если функция 
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 не является непрерывной в точке 
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, то ее принято называть разрывной в точке 
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 – точкой разрыва функции 
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В примере с функцией 
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, рассмотренном в самом начале уроке, точка 0 является точкой разрыва, однако кажется немного «ненастоящей», так как если переопределить исходную функцию, положив ее значение в нуле равным 1, то получим непрерывную в 0 функцию, тождественно равную 1 на всей числовой прямой. Такой разрыв естественно назвать устранимым. 

Функцию 
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 можно представлять себе как бы «склеенной» из нескольких функций: для 
[image: image209.wmf]0

x

<

 – это функция, тождественно равная 
[image: image210.wmf]1

-

, предел которой в точке 0 существует и равен 
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 – это функция, тождественно равная 
[image: image213.wmf]1

, предел которой в точке 0 существует и равен 
[image: image214.wmf]1

; и, наконец, при 
[image: image215.wmf]0

x

=

 – это нуль.
Такую точку разрыва, как в данных примерах, называют точкой разрыва первого рода.

Легко указать принципиально отличные от предыдущих примеры точек разрыва. Рассмотрим хорошо знакомую нам функцию 
[image: image216.wmf]1

()

fx

x

=

, разрывную в нуле хотя бы потому, что она в нуле не определена. Ее тоже можно представить себе как бы «склеенной» из двух функций: для 
[image: image217.wmf]0

x

<

 – это функция, равная 
[image: image218.wmf]1

x

, предел которой в точке 0 не существует; для 
[image: image219.wmf]0

x

>

 – это функция, равная 
[image: image220.wmf]1

x

, предел которой в точке 0 не существует; таким образом, 0 является такой точкой разрыва, что ни при стремлении 
[image: image221.wmf]x

 к нулю «слева», ни при стремлении 
[image: image222.wmf]x

 к нулю «справа», предела не существует. Рассмотрим теперь функцию 
[image: image223.wmf]()

fx

, определенную формулой 
[image: image224.wmf]2

||

1

()

2

xx

fx

x

+

=

, которая при 
[image: image225.wmf]0

x

<

 тождественно равна 0, а при при 
[image: image226.wmf]0

x

>

 равна 
[image: image227.wmf]1

x

. Ее предел слева в точке 0 равен 0,  а предела справа в нуле не существует. Такую точку разрыва, как в последних примерах, называют точкой разрыва второго рода.

1) Дайте определение точек разрыва первого и второго рода, и приведите несколько новых примеров.
2) Докажите, что функция 
[image: image228.wmf]    

0,

если  0;   

()

1

sin, 

если 0

x

fx

x

x

=

ì

ï

=

í

¹

ï

î

 разрывна в нуле. Разрыв какого рода представляет точка  
[image: image229.wmf]0

x

=

?
3) Докажите, что функция 
[image: image230.wmf]1

()sin

fxx

x

=×

 имеет в нуле устранимый разрыв первого рода.
Проверь себя. Непрерывность
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

При каких 
[image: image231.wmf]a

 и 
[image: image232.wmf]b

функция 
[image: image233.wmf]  

при 1, 

()

 

при 1

xax

fx

xbx

-+<-

ì

=

í

+³-

î

 непрерывна на всей числовой прямой: 


[image: image234.wmf]·

1. 
[image: image235.wmf]0, 0

ab

==

; 
[image: image236.wmf]·

2. 
[image: image237.wmf]1, 1

ab

=-=

; 
[image: image238.wmf]·

3. 
[image: image239.wmf]4, 1

ab

=-=-

; 
[image: image240.wmf]·

4. 
[image: image241.wmf]1, 4

ab

==

?
(Правильный вариант: 2)

При каком условии на 
[image: image242.wmf]a

 и 
[image: image243.wmf]b

 функция 
[image: image244.wmf]2

2

2  

при 2, 

()

4 

при 2

xxax

fx

xxbx

ì

-++£

=

í

-+>

î

 непрерывна на всей числовой прямой: 


[image: image245.wmf]·

1. 
[image: image246.wmf]4

ab

=-

; 
[image: image247.wmf]·

2. 
[image: image248.wmf]2

ab

=-

; 
[image: image249.wmf]·

3. 
[image: image250.wmf]2

ab

=+

; 
[image: image251.wmf]·

4. 
[image: image252.wmf]4

ab

=+

?
(Правильный вариант: 1)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Функция 
[image: image253.wmf]()

fx

 называется непрерывной в точке 
[image: image254.wmf]a

, если 
[image: image255.wmf]a

 является предельной точкой области определения, и :

[image: image256.wmf]·

1. для всякой последовательности 
[image: image257.wmf]()

n

x

 такой, что 
[image: image258.wmf]n

xD

Î

, 
[image: image259.wmf]aD

Î

 и 
[image: image260.wmf]n

xa

®

, последовательность 
[image: image261.wmf](())

n

fx

 сходится к 
[image: image262.wmf]()

fa

;

[image: image263.wmf]·

2. для любого положительного числа 
[image: image264.wmf]e

 и всякой последовательности 
[image: image265.wmf]()

n

x

 такой, что 
[image: image266.wmf]n

xD

Î

, 
[image: image267.wmf]aD

Î

 и 
[image: image268.wmf]n

xa

®

, найдется такое положительное 
[image: image269.wmf]N

 , что при всех 
[image: image270.wmf]nN

>

 выполняется неравенство; 
[image: image271.wmf]()()

n

fxfa

e

|-|<

;


[image: image272.wmf]·

3. для любого положительного числа 
[image: image273.wmf]e

 найдется такая последовательность 
[image: image274.wmf]()

n

x

 что 
[image: image275.wmf]n

xD

Î

, 
[image: image276.wmf]aD

Î

, 
[image: image277.wmf]lim

n

n

xa

®¥

=

, для которой выполняется неравенство 
[image: image278.wmf]()()

n

fxfa

e

|-|<

;

[image: image279.wmf]·

4. для любого положительного числа 
[image: image280.wmf]e

 найдется такая последовательность 
[image: image281.wmf]()

n

x

, что 
[image: image282.wmf]n

xD

Î

, 
[image: image283.wmf]lim

n

n

xa

®¥

=

 и выполняется равенство 
[image: image284.wmf]lim()()

n

n

fxfa

®¥

=

.
(Правильные варианты: 1, 2)

Функция 
[image: image285.wmf]()

fx

 называется непрерывной в точке 
[image: image286.wmf]a

, если 
[image: image287.wmf]a

 является предельной точкой области определения, и :

[image: image288.wmf]·

1. для каждого положительного числа 
[image: image289.wmf]e

 найдется такое 
[image: image290.wmf]0

d

>

, что при всех 
[image: image291.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image292.wmf]xD

Î

 и 
[image: image293.wmf]xa

d

|-|<

, выполняется неравенство 
[image: image294.wmf]()()

fxfa

e

|-|<

;

[image: image295.wmf]·

2. для любого положительного числа 
[image: image296.wmf]e

 найдется такое положительное 
[image: image297.wmf]d

, что при всех 
[image: image298.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image299.wmf]xD

Î

, и 
[image: image300.wmf]xa

dd

-<-<

, выполняются неравенства 
[image: image301.wmf]()()

fxfa

ee

-<-<

;


[image: image302.wmf]·

3. для любого положительного числа 
[image: image303.wmf]e

 найдется такое положительное 
[image: image304.wmf]d

, что при всех 
[image: image305.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image306.wmf]xD

Î

, 
[image: image307.wmf]xa

¹

 и 
[image: image308.wmf]xa

dd

-<-<

, выполняются неравенства 
[image: image309.wmf]()()

fxfa

ee

-<-<

;

[image: image310.wmf]·

4. для любого положительного числа 
[image: image311.wmf]e

 и любого положительного числа 
[image: image312.wmf]d

 при всех 
[image: image313.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image314.wmf]xD

Î

, и 
[image: image315.wmf]0

xa

d

<|-|<

, выполняется неравенство 
[image: image316.wmf]()()

fxfa

e

|-|<

.
(Правильные варианты: 1, 2, 3)

Если функции 
[image: image317.wmf]()

fx

 и 
[image: image318.wmf]()

gx

 непрерывны на всей числовой прямой, то следующая функция всегда непрерывна на всей числовой прямой: 


[image: image319.wmf]·

1. 
[image: image320.wmf]()()

fxgx

+

; 
[image: image321.wmf]·

2. 
[image: image322.wmf]2

()()

fxgx

×

; 
[image: image323.wmf]·

3. 
[image: image324.wmf]2

()

()

fx

gx

;
[image: image325.wmf]·

4. 
[image: image326.wmf]22

()()

fxgx

-

.
(Правильные варианты: 1, 2, 4)

Домашнее задание
1. Докажите непрерывность функции в каждой точке области определения: 

а) 
[image: image327.wmf]()32

fxx

=-

; б) 
[image: image328.wmf]53

()2

fxxxx

=-+

; в) 
[image: image329.wmf]3

()(1)

fxx

=+

; г) 
[image: image330.wmf]21

()

31

x

fx

x

+

=

-

; д) 
[image: image331.wmf]3

2

()

1

x

fx

x

=

-

; е) 
[image: image332.wmf]11

()

1

fx

xx

=+

+

. 

2.** Пусть 
[image: image333.wmf]1

()sin

fxx

x

=

 при 
[image: image334.wmf]0

x

¹

 и 
[image: image335.wmf](0)0

а

=

. Докажите, что 
[image: image336.wmf]()

fx

 непрерывна в нуле. 

3.** Пусть 
[image: image337.wmf]()0

fx

=

, если 
[image: image338.wmf]x

 иррационально, и 
[image: image339.wmf]1

()

fx

q

=

, если 
[image: image340.wmf]p

x

q

=

, где 
[image: image341.wmf]p

 и 
[image: image342.wmf]q

 взаимно простые целые числа и 
[image: image343.wmf]0

q

>

. Докажите, что 
[image: image344.wmf]()

fx

 непрерывна в нуле. 

4.* Пусть 
[image: image345.wmf]()

fxx

=

 при 
[image: image346.wmf]1

x

£

 и 
[image: image347.wmf]2

()

fxx

=

 при 
[image: image348.wmf]1

x

>

. Докажите, что 
[image: image349.wmf]()

fx

 непрерывна на всей числовой прямой. 

5.** Пусть 
[image: image350.wmf]2

1

()

1

x

fx

x

+

=

-

 при 
[image: image351.wmf]1

x

¹±

 и 
[image: image352.wmf]1

(1)

2

f

-=

, 
[image: image353.wmf](1)1

f

=

. Докажите, что: 

а) 
[image: image354.wmf]()

fx

 непрерывна в точке 
[image: image355.wmf]1

-

; 

б) 
[image: image356.wmf]()

fx

 не является непрерывной в точке 
[image: image357.wmf]1

; 

в) 
[image: image358.wmf]()

fx

 непрерывна в каждой точке 
[image: image359.wmf]a

, отличной от 
[image: image360.wmf]1

 и 
[image: image361.wmf]1

-

. 

6. Какой вид имеет функция 
[image: image362.wmf](())

fgx

, если: 

а) 
[image: image363.wmf]()sin

fxx

=

 и 
[image: image364.wmf]2

()1

gxx

=+

; 

б) 
[image: image365.wmf]2

()21

fxxx

=+-

 и 
[image: image366.wmf]()cos

gxx

=

; 

в) 
[image: image367.wmf]2

()log

fxx

=

 и 
[image: image368.wmf]2

2

()

1

x

gx

x

=

-

; 

г) 
[image: image369.wmf]()lgsin

fxxx

=+

 и 
[image: image370.wmf]()cos

gxx

=

; 

д) 
[image: image371.wmf]2

1

()

1

x

fx

x

+

=

-

 и 
[image: image372.wmf]()tg 

gxx

=

; 

е) 
[image: image373.wmf]()tg 

fxx

=

 и 
[image: image374.wmf]2

()loglog2

x

gxx

=+

; 

ж) 
[image: image375.wmf]()

fxx

=

 и 
[image: image376.wmf]2

5

()

x

gx

x

+

=

. 

7.** Какой вид имеет функция 
[image: image377.wmf]((()))

fghx

, если: 

а) 
[image: image378.wmf]2

()

fxxx

=-

, 
[image: image379.wmf]()2

x

gx

=

 , 
[image: image380.wmf]()sin

hxx

=

; 

б) 
[image: image381.wmf]2

()(1)

fxx

=+

, 
[image: image382.wmf]()

gxx

=

, 
[image: image383.wmf]()1sin2

hxx

=+

; 

в) 
[image: image384.wmf]()arcsin

fxx

=

, 
[image: image385.wmf]2

()21

gxx

=+

, 
[image: image386.wmf]()lg

hxx

=

; 

г) 
[image: image387.wmf]2

()1

fxxx

=++

, 
[image: image388.wmf]2

()1

gxxx

=++

, 
[image: image389.wmf]2

()1

hxxx

=++

. 

8.* Представьте заданную функцию в виде сложной функции 
[image: image390.wmf](())

fgx

: 

а) 
[image: image391.wmf]3

sin3sin

xx

-

; б) 
[image: image392.wmf]21

xx

+-

; 

в) 
[image: image393.wmf]3

logsinsin

xx

+

; г) 
[image: image394.wmf]3

log(sin)

xx

+

; 

д) 
[image: image395.wmf]22

1sinsin

xx

+-

; е) 
[image: image396.wmf]arcsin

x

.

 

9.** Пусть 
[image: image397.wmf]0, 

если  рационально,

()

   1, 

если  иррационально,

x

fx

x

ì

=

í

î



[image: image398.wmf][

]

()

gxx

=

 – целая часть 
[image: image399.wmf]x

, 
[image: image400.wmf]}

{

()

hxx

=

 – дробная часть 
[image: image401.wmf]x

. Найдите, по какому правилу действуют функции:

а) 
[image: image402.wmf](())

fgx

; б) 
[image: image403.wmf](())

gfx

; в) 
[image: image404.wmf](())

fhx

; г) 
[image: image405.wmf](())

hfx

; д) 
[image: image406.wmf]((()))

fghx

; е) 
[image: image407.wmf]((()))

hgfx

; ж) 
[image: image408.wmf]((()))

ghfx

.

Словарь терминов
Предел функции. Число 
[image: image409.wmf]M

 называется пределом функции 
[image: image410.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image411.wmf]a

, если для всякой последовательности 
[image: image412.wmf]()

n

x

 такой, что 
[image: image413.wmf]n

xD

Î

, 
[image: image414.wmf]n

xa

¹

 и 
[image: image415.wmf]n

xa

®

, последовательность 
[image: image416.wmf](())

n

fx

 сходится к 
[image: image417.wmf]M

 (при 
[image: image418.wmf]n

®¥

). Предел функции 
[image: image419.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image420.wmf]a

 обозначают 
[image: image421.wmf]lim()

xa

fx

®

. Равенство 
[image: image422.wmf]lim()

xa

fxM

®

=

 означает, что функция 
[image: image423.wmf]()

fx

 имеет в точке 
[image: image424.wmf]a

 предел, равный 
[image: image425.wmf]M

. В этом случае иногда говорят, что значения функции 
[image: image426.wmf]()

fx

 стремятся к числу 
[image: image427.wmf]M

 при 
[image: image428.wmf]x

, стремящихся к числу 
[image: image429.wmf]a

. 

Другое, эквивалентное приведенному, определение предела функции в точке – число 
[image: image430.wmf]M

 называется пределом функции 
[image: image431.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image432.wmf]a

, если для каждого положительного числа 
[image: image433.wmf]e

 найдется такое 
[image: image434.wmf]0

d

>

, что при всех 
[image: image435.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image436.wmf]xD

Î

, 
[image: image437.wmf]xa

¹

 и 
[image: image438.wmf]xa

d

|-|<

, выполняется неравенство 
[image: image439.wmf]()

fxM

e

|-|<

.

Предельная точка. Точкой 
[image: image440.wmf]a

 множества 
[image: image441.wmf]M

 называется предельной точкой множества, если каждая ее окрестность содержит точки из 
[image: image442.wmf]M

, отличные от точки 
[image: image443.wmf]a

 . Предельная точка множества 
[image: image444.wmf]M

не обязательно принадлежит этому множеству, например, точка 0 является предельной точкой промежутка 
[image: image445.wmf](0;1]

, но не принадлежит ему. Понятие предела функции 
[image: image446.wmf]()

fx

 вводят в таких точках 
[image: image447.wmf]a

 числовой прямой, что каждая 
[image: image448.wmf]d

-окрестность числа 
[image: image449.wmf]a

 содержит числа из области определения функции 
[image: image450.wmf]()

fx

, отличные от 
[image: image451.wmf]a

, то есть в предельных точках области определения 
[image: image452.wmf]f

D

 функции 
[image: image453.wmf]()

fx

. 

Изолированная точка. Точка 
[image: image454.wmf]a

, принадлежащая множеству 
[image: image455.wmf]M

, называется изолированной точкой множества 
[image: image456.wmf]M

, если найдется такая окрестность точки 
[image: image457.wmf]a

, в которой кроме самой точки 
[image: image458.wmf]a

 нет других точек множества 
[image: image459.wmf]M

.
Окрестность точки. 
[image: image460.wmf]e

-окрестностью числа 
[image: image461.wmf]a

 называется множество всех таких чисел 
[image: image462.wmf]x

, что 
[image: image463.wmf]xa

e

|-|<

. Эту 
[image: image464.wmf]e

-

окрестность можно записать в виде интервала 
[image: image465.wmf]()

aa

ee

-;+

 или в виде неравенств 
[image: image466.wmf]axa

ee

-<<+

. 

Непрерывность функции в точке. Функция 
[image: image467.wmf]()

fx

 называется непрерывной в предельной точке 
[image: image468.wmf]a

 области определения, если 
[image: image469.wmf]lim()()

xa

fxfa

®

=

. Часто дают немного отличное от приведенного определение непрерывности функции в точке – функция 
[image: image470.wmf]()

fx

 называется непрерывной в точке 
[image: image471.wmf]a

 из области определения 
[image: image472.wmf]D

, если для каждого положительного числа 
[image: image473.wmf]e
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