(11 класс, модуль III, урок 5)
Урок 5. Некоторые применения монотонности и непрерывности
План урока
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 5.1. Нахождение корня уравнения с помощью подбора
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 5.2. Теорема о знакопостоянстве непрерывной функции
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 5.3. Обобщение метода интервалов
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

Приводится пример, показывающий метод подбора корней уравнения можно превратить в строгий, используя монотонность и непрерывность. Формулируется и доказывается теорема о знакопостоянстве непрерывной функции, позволяющая расширить применение метода интервалов для решения неравенств. 
5.1. Нахождение корня уравнения с помощью подбора 
Иногда уравнение составляется таким образом, что один из его корней нетрудно получить путем подбора. Например, глядя на уравнение 
[image: image6.wmf]2

1

232

xx

-

×=

, можно быстро заметить, что 
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 является его корнем. Однако, такой способ нельзя считать полным решением, потому что указанное уравнение имеет еще один корень. Способ решения уравнения методом подбора можно считать полноценным решением, если приводится доказательство, что найдены все корни. В этом иногда помогает свойство монотонности функций. 

Пример 1. Докажем, что уравнение 
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 имеет единственный корень 
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Доказательство. Рассмотрим функцию 
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 значения 
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 отрицательны, а поэтому уравнение 
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 не может иметь отрицательных корней. Докажем, что при 
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 функция 
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 строго возрастает. Пусть 
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. Тогда, так как функция 
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 строго возрастает, то 
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. Почленно перемножая неравенства 
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 с неотрицательными частями, получаем неравенство 
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, то есть 
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Из возрастания функции 
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 следует, что каждое значение может получаться не более, чем в одной точке. В частности, если 
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, а при других неотрицательных значениях 
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 значение 
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 отлично от 
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Доказав, что уравнение 
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 не имеет отрицательных корней и имеет единственный неотрицательный корень 
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, мы получаем полное решение данного уравнения. 

Вопрос.  Какие корни имеет уравнение 
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5.2. Теорема о знакопостоянстве непрерывной функции 
Теорема 11 из пункта 4.1 предыдущего урока позволяет доказать следующее свойство непрерывных функций. 

Теорема 14. Пусть функция 
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 непрерывна на промежутке 
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 и ни в одной точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом промежутке либо все значения функции положительны, либо все значения функции отрицательны. 

Доказательство. Предположим, что найдутся такие числа 
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, что 
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. Тогда на отрезке с концами 
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 функция 
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 также непрерывна и в концах принимает значения разных знаков. Поэтому по теореме 11 внутри отрезка найдется число 
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, такое что 
[image: image43.wmf]()0

fc

=

. Так как множество 
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 промежуток, то число 
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 также принадлежит 
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, но по условию 
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Таким образом, предположение о существовании у функции 
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 на промежутке 
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 значении разных знаков приводит к противоречию. Следовательно, предположение неверно и тем самым теорема доказана. 

Вопрос. Как доказать, что уравнение 
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 имеет единственный корень? 

5.3. Обобщение метода интервалов
Свойство непрерывных функций, доказанное в предыдущем пункте, позволяет обобщить метод интервалов решения неравенств. Обобщенный метод интервалов можно использовать для решения неравенств вида 
[image: image51.wmf]()0

fx

³

, 
[image: image52.wmf]()0

fx

>

, 
[image: image53.wmf]()0

fx

£

, 
[image: image54.wmf]()0

fx

<

, где 
[image: image55.wmf]()

fx

 — функция, непрерывная в своей естественной области определения. При обобщенном методе интервалов сначала составляют и решают уравнения 
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, затем определяют промежутки знакопостоянства функции 
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, после чего в ответ отбирают нужные промежутки и точки. 

Пример 2. Решим неравенство 
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Решение. Сначала найдем область определения неравенства. 
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, откуда множество корней квадратного неравенства есть множество 
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, которое и является  областью определения заданного неравенства.

Затем решаем уравнение 
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 не удовлетворяет условию 
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 и не является корнем рассматриваемого уравнения. Число 
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 является корнем, так как удовлетворяет условию 
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После этого изобразим на числовой прямой число 
[image: image74.wmf]4

35

2

x

+

=

 и рассмотрим промежутки 
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 (рисунок 1). 

Для числа 
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 и больше нуля. Поэтому при всех 
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 из рассматриваемого промежутка разность положительна. 

Для числа 
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 и меньше нуля. Поэтому при всех 
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 из рассматриваемого промежутка разность отрицательна. 

Из промежутка 
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 выберем, например 
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 и больше нуля. Поэтому при всех 
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 из рассматриваемого промежутка разность положительна. 

Выбирая все 
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, для которых 
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, получаем ответ (рисунок 2). 

Ответ: 
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Пример 3. Решим неравенство 
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Решение. Обозначим левую часть неравенства 
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. Сначала найдем область определения функции 
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, которая задается условиями: 
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. Учитывая все условия, получаем множество 
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Затем решим уравнение 
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I. 
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II. 
[image: image108.wmf]2

4

log(1)0

x

x

+

-=

. Отсюда 
[image: image109.wmf]2

11

x

-=

, 
[image: image110.wmf]3

2

x

=

, 
[image: image111.wmf]2

2

x

=

, 
[image: image112.wmf]1

2

x

=-

. Оба числа входят в множество 
[image: image113.wmf]D

, а поэтому также являются корнями уравнения 
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После этого изобразим на числовой прямой числа 
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 (рисунок 3) и рассмотрим получившиеся промежутки. 

На интервале 
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 из рассматриваемого промежутка. 

На интервале 
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 при всех 
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 из рассматриваемого промежутка. 

На интервале 
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при всех 
[image: image138.wmf]x

 из рассматриваемого промежутка. 

На интервале 
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 из рассматриваемого промежутка. 

На промежутке 
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 из рассматриваемого промежутка. 

Выбирая все 
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Ответ: 
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Вопрос.  Как доказать непрерывность функции 
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 из примера 2 на всей области определения? 

Проверь себя. Некоторые применения монотонности и непрерывности
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Какой из указанных промежутков входит в множество решений неравенства 
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Какой из указанных промежутков входит в множество решений неравенства 
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Какой из указанных промежутков входит в множество решений неравенства 
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Какой из указанных промежутков входит в множество решений неравенства 
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
Какому из неравенств равносильно неравенство 
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Какому из неравенств равносильно неравенство 
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Пусть функция 
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 строго монотонна в области определения. Докажите, что при любом значении c уравнение 
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3. два корня;
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4. бесконечно много корней.
(Правильные варианты: 1, 2)

Выберите правильные утверждения.
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1. Пусть функция 
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 непрерывна на промежутке 
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 и ни в одной точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом промежутке либо все значения функции положительны, либо все значения функции отрицательны. 
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2. Пусть функция 
[image: image222.wmf]()

fx

 непрерывна на промежутке 
[image: image223.wmf](

)

;

ab

 и ни в одной точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом промежутке либо все значения функции положительны, либо все значения функции отрицательны.
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3. Пусть функция 
[image: image225.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image226.wmf][]

ab

;

 и принимает в концах значения разных знаков. Тогда найдется такое число 
[image: image227.wmf]c

 из отрезка 
[image: image228.wmf]()

ab

;

, что 
[image: image229.wmf]()0

fc

=

.
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4. Пусть функция 
[image: image231.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image232.wmf][]

ab

;

 и принимает в концах значения одного знака. Тогда на этом промежутке либо все значения функции положительны, либо все значения функции отрицательны.
(Правильные варианты: 1, 2, 3)
Домашнее задание
1.** Пусть функции 
[image: image233.wmf]()

fx

 и 
[image: image234.wmf]()

gx

 строго возрастают на промежутке 
[image: image235.wmf]D

. Докажите, что функция 
[image: image236.wmf]()()
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 также строго возрастает на 
[image: image237.wmf]D

. 

2.** Приведите пример строго возрастающей на промежутке 
[image: image238.wmf]D

 функции 
[image: image239.wmf]()

fx

 и 
[image: image240.wmf]()

gx

 таких, что разность 
[image: image241.wmf]()()

fxgx

-

: 
а) возрастает на 
[image: image242.wmf]D

; 
б) убывает на 
[image: image243.wmf]D

; 
в) не является монотонной на 
[image: image244.wmf]D

. 

3.** Пусть функции 
[image: image245.wmf]()

fx

 и 
[image: image246.wmf]()
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 положительны и строго убывают на промежутке 
[image: image247.wmf]D

. Докажите, что функция 
[image: image248.wmf]()()
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 также строго убывает на 
[image: image249.wmf]D

. 

4.** Приведите пример положительных и строго убывающих на промежутке 
[image: image250.wmf]D

 функций 
[image: image251.wmf]()

fx

 и 
[image: image252.wmf]()
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 таких, что отношение 
[image: image253.wmf]()
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fx
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: 
а) возрастает на 
[image: image254.wmf]D

; 
б) убывает на 
[image: image255.wmf]D

; 
в) не является монотонной на 
[image: image256.wmf]D

. 

5.** Пусть функции 
[image: image257.wmf]()

fx

 и 
[image: image258.wmf]()

gx

 строго возрастают на промежутке 
[image: image259.wmf]D

. Докажите, что: 
а) если 
[image: image260.wmf]()0
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, 
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 на 
[image: image262.wmf]D

, то 
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 возрастает на 
[image: image264.wmf]D

; 
б) если 
[image: image265.wmf]()0
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, 
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 на 
[image: image267.wmf]D

, то 
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 убывает на 
[image: image269.wmf]D

. 

6.** Пусть 
[image: image270.wmf]()0
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>

, 
[image: image271.wmf]()0
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 и 
[image: image272.wmf]()

fx

, 
[image: image273.wmf]()

gx

 строго возрастают на промежутке 
[image: image274.wmf]D

. Приведите пример таких функций 
[image: image275.wmf]()

fx

 и 
[image: image276.wmf]()
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, что функция 
[image: image277.wmf]()()
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: 
а) возрастает на 
[image: image278.wmf]D

; 
б) убывает на 
[image: image279.wmf]D

; 
в) не является монотонной на 
[image: image280.wmf]D

. 

7.** Пусть функция 
[image: image281.wmf]()

fx

 строго убывает на промежутке 
[image: image282.wmf]D

. Как ведет себя функция 
[image: image283.wmf]1
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 на множестве 
[image: image284.wmf]D

, если: 
а) 
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 на 
[image: image286.wmf]D

; 
б) 
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 на 
[image: image288.wmf]D
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8.** Докажите, что: 
а) 
[image: image289.wmf]3
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 возрастает на 
[image: image290.wmf][17)
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; 
б) 
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 убывает на 
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; 
в) 
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 возрастает на 
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г) 
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 возрастает на 
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9.** Докажите, что: 
а) 
[image: image297.wmf]1
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 возрастает на 
[image: image298.wmf][1)
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; 
б) 
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 возрастает на 
[image: image300.wmf][1)
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в) 
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 возрастает на всей числовой прямой; 
г) 
[image: image302.wmf]3

()

fxxx

=-

 возрастает на 
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10.** Решите неравенство: 
а) 
[image: image304.wmf]5614
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11.** Решите неравенство: 
а) 
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12.** Решите неравенство: 
а) 
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б) 
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13.** Решите неравенство: 
а) 
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[image: image312.wmf]22

2

22

log(2)log2

xxxx

xxx

--

|+|-||>-

; в) 
[image: image313.wmf]22

2

11

log3log(1)

xxxx

xxx

++++

|+|>--

; 
г) 
[image: image314.wmf]3

log1

2

x

xx

x

||

|+|-||

>.

-

 

14.** Решите неравенство: 
а) 
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14. Решите неравенство: 
а) 
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б) 
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Словарь терминов
Монотонная функция. Монотонные – общее названии для функций, изменяющихся в одном направлении, то есть для возрастающих, строго возрастающих, убывающих, строго убывающих. Функция 
[image: image322.wmf]()

fx

 называется возрастающей на множестве 
[image: image323.wmf]M

, если для любых чисел 
[image: image324.wmf]1
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 и 
[image: image325.wmf]2
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из 
[image: image326.wmf]M

 неравенство 
[image: image327.wmf]12
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 влечет неравенство 
[image: image328.wmf]12
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. Функция 
[image: image329.wmf]()

fx

 называется строго возрастающей на множестве 
[image: image330.wmf]M

, если для любых чисел 
[image: image331.wmf]1
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 и 
[image: image332.wmf]2
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из 
[image: image333.wmf]M

 неравенство 
[image: image334.wmf]12
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 влечет неравенство 
[image: image335.wmf]12
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. Функция 
[image: image336.wmf]()

fx

 называется убывающей на множестве 
[image: image337.wmf]M

, если для любых чисел 
[image: image338.wmf]1

x

 и 
[image: image339.wmf]2
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из 
[image: image340.wmf]M

 неравенство 
[image: image341.wmf]12
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 влечет неравенство 
[image: image342.wmf]12
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. Функция 
[image: image343.wmf]()

fx

 называется строго убывающей на множестве 
[image: image344.wmf]M

, если для любых чисел 
[image: image345.wmf]1

x

 и 
[image: image346.wmf]2
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из 
[image: image347.wmf]M

 неравенство 
[image: image348.wmf]12
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 влечет неравенство 
[image: image349.wmf]12
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Непрерывность функции в точке. Функция 
[image: image350.wmf]()

fx

 называется непрерывной в предельной точке 
[image: image351.wmf]a

 области определения, если 
[image: image352.wmf]lim()()
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. Часто дают немного отличное от приведенного определение непрерывности функции в точке – функция 
[image: image353.wmf]()

fx

 называется непрерывной в точке 
[image: image354.wmf]a

 из области определения 
[image: image355.wmf]D

, если для каждого положительного числа 
[image: image356.wmf]e

 найдется 
[image: image357.wmf]0
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 такое, что при всех 
[image: image358.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image359.wmf]xD

Î

 и 
[image: image360.wmf]xa
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, выполняется неравенство 
[image: image361.wmf]()()
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e
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. Это определение позволяет считать функцию непрерывной во всякой изолированной точке своей области определения. 
Непрерывность функции на множестве. Функция 
[image: image362.wmf]()

fx

 называется непрерывной на множестве 
[image: image363.wmf]M

, если 
[image: image364.wmf]()

fx

 непрерывна в каждой точке множества 
[image: image365.wmf]M

. 
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