Класс 11, модуль 4. Урок 1. Изображение фигур с помощью проекций

План урока

1. Изображение точки на двух взаимно перпендикулярных плоскостях.

2. Понятие эпюра.

3. Пример решения задачи по изображению на эпюре.

4. Примеры определения точки пересечения прямых по изображению на эпюре.

5. Примеры построения неизвестной проекции на эпюре по известной проекции.
6. Историческая справка.
7. Общие сведения о построении чертежей в трех проекциях.

8. Проверь себя. Изображение фигур с помощью проекций.

9. Домашнее задание.
Цели урока

Изучение пространственных фигур по изображениям их проекций на плоскости является непростым делом и требует осознанного восприятия правил, которые позволяют по изображениям проекций представлять реальное положение фигуры в пространстве. В данном уроке вы познакомитесь с основными принципами определения взаимного расположения точек и прямых в пространстве с помощью ортогональных проекций на две взаимно перпендикулярные плоскости.

1. Изображение точки на двух взаимно перпендикулярных плоскостях.

Рассматривая перпендикулярную проекцию точки на плоскость, мы не можем однозначно указать положение этой точки в пространстве, потому что различные точки могут иметь одну и ту же проекцию. Например, все точки отрезка AB, перпендикулярного плоскости α проектируются в одну точку (рис. 1).

Изобразим теперь две взаимно перпендикулярные плоскости проекций α и β, пересекающиеся по прямой a. Тогда для каждой точки A пространства можно рассмотреть две ее проекции: проекцию A1 на плоскость α и проекцию A2 на плоскость β (рис. 2). Заметим, что точки A, A1, A2 лежат в одной плоскости, которая перпендикулярна прямой a. Действительно, так как прямая 
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, прямая AA1 перпендикулярна прямой a. Аналогично прямая AA2 перпендикулярна прямой a. Поэтому плоскость AA1A2 перпендикулярна прямой a по признаку перпендикулярности прямой и плоскости.

Таким образом, для построения проекций произвольной точки M можно рассмотреть плоскость γ, проходящую через точку M и перпендикулярную прямой a (рис. 3). Плоскость γ пересекает плоскости α и β по перпендикулярным прямым m и n. Опустив перпендикуляры MM1 на прямую m и MM2 на прямую n, мы получим проекции точки M на плоскости α и β.

Вопрос. Какие проекции имеет точка плоскости α?

(Ответ. Одна из проекций — это сама точка, другая проекция — это основание перпендикуляра, проведенного из данной точки к прямой пересечения плоскостей α и β.)

По проекциям A1 и A2 на две взаимно перпендикулярные плоскости α и β положение соответствующей точки A в пространства определяется однозначно. Действительно, через точку A1 можно провести единственную прямую a перпендикулярную плоскости α а через точку A2 — единственную прямую b, перпендикулярную плоскости β.

Если точки A1 и A2 — проекции некоторой точки пространства, то прямые a и b лежат в одной плоскости и не параллельны (рис. 4). Следовательно, единственная точка пересечения прямых a и b дает ту точку пространства, которая проектируется в точки A1 и A2 плоскостей α и β.

2. Понятие эпюра.

Рассматривая проекции точек на две взаимно перпендикулярные плоскости α и β, для удобства одну из этих плоскостей называют горизонтальной плоскостью проекций, а вторую — вертикальной плоскостью проекций. Проекцию точки на горизонтальную плоскость будем называть горизонтальной проекцией точки, на вертикальную плоскость —точки. 

Линию пересечения плоскостей α и β называют осью проекций. Для практических потребностей достаточно рассматривать проекции точек только одной из частей пространства, которую ограничивают плоскости α и β (рис. 5). В этом случае каждая точка проектируется на полуплоскости с границей a, и эти полуплоскости можно изобразить на одном листе бумаги (рис. 6). Развернутый на один лист бумаги рисунок проекций точек на две перпендикулярные полуплоскости называют эпюром.

На эпюре проекции каждой пространства расположены на одном перпендикуляре к оси проекций. Вертикальная проекция точки изображается в верхней полуплоскости эпюра, горизонтальная проекция точки — в нижней полуплоскости эпюра.

Вопрос. Как в пространстве расположена точка, если обе ее проекции совпадают?

(Ответ: на оси проекции.)

3. Пример решения задачи по изображению на эпюре.

Напомним, что при проектировании отрезок переходит либо в отрезок, либо в точку. Поэтому на эпюре каждый отрезок пространства изображается либо двумя отрезками, либо отрезком и точкой. По изображениям проекций отрезка на эпюре можно наглядно представить положение этого отрезка в пространстве и произвести некоторые численные расчеты.

Пример 1.На рисунке 7 даны проекции отрезка AB и известно, что A2E = 1 см, B2F = 3 см, A1E = 3 см, B1F = 2 см, EF = 4 см. Вычислить длину отрезка AB.

Решение. Рассмотрим рисунок 8, на котором изображен отрезок AB и его проекции. Тогда AA1EA2 и BB1FB2 — прямоугольники, плоскости которых перпендикулярны оси a. Отсюда следует, что четырехугольники A1EFB1 и A1ABB1 — прямоугольные трапеции. Поэтому
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Следовательно, 
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Вопрос. На эпюре одной из проекций отрезка является точка. Как по эпюру найти длину этого отрезка?

(Ответ: длина отрезка равна длине другой проекции.)

4. Примеры определения точки пересечения прямых по изображению на эпюре.

По эпюру можно определять, пересекаются два отрезка в пространстве или нет. Сделать это можно двумя способами, которые рассмотрим на примерах.

Пример 2. На рисунке 9 даны проекции двух отрезков AB и CD. Их горизонтальные проекции A1B1 и C1D1 пересекаются в точке P1, а вертикальные проекции A2B2 и C2D2 пересекаются в точке P2. При этом точки P1 и P2 лежат на одном перпендикуляре к оси проекций. Следовательно, точки P1 и P2 являются проекциями одной точки P пространства. Точка лежит на отрезке AB, так как ее проекции лежат на проекциях отрезка AB. Аналогично, точка P лежит на отрезке CD, так как ее проекции лежат на проекциях отрезка CD. Следовательно, P — точка пересечения отрезков AB и CD.

Пример 3. На рисунке 10 даны проекции двух отрезков AB и CD. Их горизонтальные проекции A1B1 и C1D1 пересекаются в точке P1, а вертикальные проекции A2B2 и C2D2 пересекаются в точке P2, причем A1P1 : P1B1 = A2P2 : P2B2. Пусть точка P лежит на отрезке AB и AP : PB = A1P1 : P1B1. Тогда по свойствам параллельного проектирования горизонтальная проекция точки P совпадает с точкой P1, а вертикальная проекция точки P совпадает с точкой P2. Следовательно, точки P1 и P2 лежат на одном перпендикуляре к оси проекций. Но тогда из примера 2 следует, что отрезки AB и CD пересекаются.

Вопрос. Как по изображениям двух отрезков определить, пересекаются ли прямые, проходящие через эти отрезки, или нет?

(Подсказка: нужно в каждой из проекций найти прямые, проходящие через изображения отрезков, и рассмотреть точки пересечения этих прямых.)

6. Примеры построения неизвестной проекции на эпюре по известной проекции
Рассмотрим три точки A, B, C пространства, не лежащие на одной прямой. Пусть на эпюре их горизонтальные проекции A1, B1, C1 не лежат на одной прямой и их вертикальные проекции A2, B2, C2 также не лежат на одной прямой. В этом случае по горизонтальной проекции каждой точки M плоскости ABC однозначно восстанавливается вертикальная проекция точки M.

Пример 3. На рисунке 11 даны горизонтальная проекция плоского четырехугольника ABCD и вертикальные проекции вершин A, B, C. Построить вертикальную проекцию точки D.

Решение. Точке P пересечения диагоналей AC и BD соответствует в горизонтальной проекции точка P1 пересечения A1C1 и B1D1, и эту точку можно построить (рис. 12). Тогда вертикальная проекция P2 точки P, с одной стороны, должна находиться с точкой P1 на одном перпендикуляре к оси проекции, а с другой стороны, должна находиться на отрезке A2C2. Следовательно, точку P2 можно построить (рис. 13). Но тогда  вертикальную проекцию D2 точки D можно также построить, так как точка D2 должна находиться и на прямой B2P, и с точкой D1 на одном перпендикуляре к оси проекций (рис. 14).

Мини исследование 

Как по изображениям на эпюре трех соседних вершин правильного шестиугольника построить изображение всего шестиугольника?

Предлагается провести построение по следующей схеме:

Используя теорему о пересечении диагоналей параллелограмма, показать, как по изображениям трех вершин параллелограмма построить изображение четвертой.

По методу, полученному в предыдущем пункте, построить центр правильного шестиугольника.

Построить изображения остальных вершин.

В том случае, когда на эпюре вертикальная и горизонтальная проекции плоского многоугольника имеют вид многоугольников, то по эпюру восстанавливается вид самого многоугольника. Однако, если многоугольник расположен в плоскости, перпендикулярной оси проекций, то вертикальной и горизонтальной проекциями многоугольника будут отрезки. При этом проекции различных многоугольников могут выглядеть одинаково.

Например, на рисунке 15 можно видеть, что проекциями треугольника ABD являются отрезки EF и GH. Эти же отрезки являются, например, проекциями и треугольника BCD, который не совпадает с треугольником ABD. Поэтому без указания проекций вершин невозможно восстановить вид проектируемого многоугольника.

7. Историческая справка
Метод изображения пространственных фигур перпендикулярными проекциями на две плоскости был разработан французским математиком Гаспаром Монжем (1746–1818) и известен как метод Монжа. На основе метода Монжа получают практические приемы построения изображений пространственных фигур, которые изучаются в курсах начертательной геометрии в большинстве технических учебных заведений.

8. Общие сведения о построении чертежей в трех проекциях
Для облегчения восприятия пространственной фигуры по ее проекциям рассматривают также проекции на три взаимно перпендикулярные плоскости. Полученные проекции изображают на одном листе, разделенном двумя перпендикулярными прямыми на четыре части. Горизонтальную проекцию иногда называют "видом сверху" и рисуют в левой нижней части листа. Вертикальные проекции называют "видом спереди", "видом сбоку" и рисуют соответственно в левой верхней части листа и в правой верхней части листа.

Правила построения трех проекций пространственных фигур изучаются в курсах черчения.

Вопрос. Какой вид может иметь пространственная фигура, у которой на рисунке 16 изображены проекции на три взаимно перпендикулярные плоскости?
(Ответ. Примерный вид одной из фигур изображен на рисунке 17.)
9. Проверь себя. Изображение фигур с помощью проекций
Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов правильные ответы. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные ответы.

Сумма длин проекций отрезка на две взаимно перпендикулярные плоскости равна длине самого отрезка, если:

1. отрезок перпендикулярен одной из плоскостей.

2. отрезок параллелен одной из плоскостей.

3. отрезок параллелен оси проекции.

4. отрезок перпендикулярен оси проекции.

Ответ: 1.
Какой вид на эпюре может иметь изображение квадрата?
1. Два параллелограмма.

2. Прямоугольник и параллелограмм.

3. Два прямоугольника.

4. Прямоугольник точка.

Ответы: 1; 3.

Какой вид на эпюре имеют проекции прямого кругового цилиндра, ось которого перпендикулярна плоскости горизонтальных проекций?
1. Два круга.

2. Два прямоугольника.

3. Круг и прямоугольник.

4. Эллипс и параллелограмм.

Ответ: 3.

Пусть отрезок длины c изображается на эпюре отрезками длины a и b. Тогда:

1. 
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Ответы: 3; 4.
Задание 2.

Выбрать правильный вариант ответа.

Пусть A1B1 и A2B2 — проекции отрезка AB на горизонтальную и вертикальную плоскости проекций. Точка E — пересечение плоскости A1AA2 с осью проекций, точка F — пересечение плоскости B1BB2 с осью проекций. Найдите длину отрезка AB, если A2E = 1, B2F = 5, A1E = 2, B1F = 4, EF = 4.
1. 6.
2. 7.

3. 8.

4. 9.

Ответ: 1.
Пусть проекцией отрезка AB на горизонтальную и вертикальную плоскость являются отрезки A1B1 и A2B2, причем длина и того и другого отрезка равна 4. Чему равна длина отрезка AB?

1. |AB| = 4.
2. 
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Ответ: 3.
Домашнее задание
1. На эпюре одной из проекций отрезка AB является точка A1, а другой проекцией отрезок A2B2 длиной 2. Чему равна длина отрезка AB?
2. Докажите, что если проекцией отрезка на горизонтальную плоскость проекций является точка, то этот отрезок перпендикулярен горизонтальной плоскости проекций.
3. Известно, что проекциями фигуры F на горизонтальную и вертикальную плоскости проекций являются отрезки A1B1 и A2B2, не лежащие на одной прямой. Докажите, что F тоже отрезок.

4. Пусть A1B1 и A2B2 — проекции отрезка AB на горизонтальную и вертикальную плоскости проекций. Точка E — пересечение плоскости A1AA2 с осью проекций, точка F — пересечение плоскости B1BB2 с осью проекций. Найдите длину отрезка AB, если:
а) A2E = 3, B2F = 1, A1E = 2, B1F = 4, EF = 3;
б) A2E = 4, B2F = 2, A1E = 5, B1F = 1, EF = 6.
5. Даны горизонтальная проекция A1B1C1D1 плоского четырехугольника ABCD и вертикальные проекции A2, B2, E его вершин A и B и точки пересечения диагоналей. Найдите вертикальные проекции вершин C и D.

6. Начертите проекции шара:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
7. Дана полусфера, ограниченная окружностью, которая параллельна горизонтальной плоскости, проходящей через центр сферы. Начертите проекции этой фигуры:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
8. Дан цилиндр, основание которого параллельно горизонтальной плоскости. Найдите проекции:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
9. Дан конус с основанием, параллельным горизонтальной плоскости. Найдите его проекции:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
Словарь терминов

Ось проекции. Осью проекции называют линию пересечения плоскостей проекций.

Эпюр. Эпюром называют развертку на одну плоскость изображений на двух перпендикулярных полуплоскостях проектирования.
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