Урок 2. Координаты в пространстве

План урока

1. Определение системы координат.

2. Координаты точки.

3. Свойство точек плоскости, параллельной координатной плоскости.

4. Свойство точек прямой, параллельной координатной оси.

5. Вычисление расстояния между точками.
6. Вычисление координат середины отрезка.
7. Проверь себя. Координаты в пространстве.

8. Домашнее задание.
Цели урока

Так как понятие прямоугольной системы координат уже неоднократно встречалось в предыдущих классах, то целью этого урока, прежде всего, является знакомство с формальным определением системы координат. Нами будут рассмотрены способы задания некоторых плоскостей и прямых в пространстве, выведены формулы для вычисления расстояний между точками и вычисления координат середины отрезка по координатам заданных точек.
1. Определение системы координат

Выберем в пространстве три взаимно перпендикулярные прямые a, b, c, пересекающиеся в точке O. Каждую из них превратим в числовую прямую так, чтобы точка O изображала число нуль на каждой прямой (рис. 1).

Упорядочим эти прямые. Например, будем считать прямую a — первой, прямую b — второй и прямую c — третьей.

Назовем первую числовую прямую осью абсцисс и обозначим Ox, вторую числовую прямую осью ординат и обозначим Oy, третью числовую прямую осью аппликат и обозначим Oz (рис. 2). Оси Ox, Oy, Oz вместе называют осями системы координат или координатными прямыми системы координат.
Рассматривая пары координатных осей, можно построить три координатные плоскости: плоскость Oxy, проходящую через оси Ox и Oy, плоскость Oxz, проходящую через оси Ox и Oz, плоскость Oyz, проходящую через оси Oy и Oz.  Отметим, что ось Oz не параллельна плоскости Oxy, ось Oy не параллельна плоскости Oxz, ось Ox не параллельна плоскости Oyz.

Вопрос. Сколько различных систем координат с фиксированной единицей измерения длин можно задать, имея три данные пересекающиеся взаимно перпендикулярные прямые?

(Подсказка: При фиксированном порядке прямых, выбирая по разному положительные направления, можно определить 8 систем координат. Так как три прямые можно упорядочить 6 способами, то всего можно определить 48 систем координат.)

2. Координаты точки

Проведем три координатные оси Ox, Oy и Oz. С помощью координат точек на осях каждой точке M пространства можно сопоставить три числа, расположенных в определенном порядке. Сделать это можно следующим образом.

Сначала проведем через точку M плоскость α параллельно координатной плоскости Oyz и найдем точку A ее пересечения с осью Ox (рис. 3). Координату точки A на оси Ox назовем абсциссой и обозначим через a.

Затем проведем через точку M плоскость β параллельно плоскости Oxz и найдем точку B ее пересечения с осью Oy (рис. 4). Координату точки B на оси Oy назовем ординатой и обозначим через b.

Наконец, проведем через точку M плоскость γ параллельно плоскости Oxy и найдем точку C ее пересечения с осью Oz (рис. 5). Координату точки C на оси Oz назовем аппликатой и обозначим через c.

Найденные три числа a, b, c в указанном порядке называются координатами точки M в заданной прямоугольной системе координат. Координаты точки M записывают в виде M(a; b; c).

Вопрос. Как доказать, что плоскость, параллельная плоскости Oyz, пересекает ось Ox в единственной точке?

(Подсказка: если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся плоскость принадлежит плоскости)

Рассмотрим точку оси Ox. Например, пусть точка P имеет координату 3 по оси Ox. Найдем пространственные координаты точки P. Для этого проведем через точку P плоскости α║Oyz, β║Oxz, γ║Oyz. Тогда плоскость α пересекает ось Ox в точке P. Следовательно, абсцисса точки P равна 3. Плоскость β совпадает с плоскостью Oxz, а поэтому пересекает ось Oy в начале O. Следовательно, ордината точки P равна 0. Плоскость γ совпадает с плоскостью Oyz, а поэтому пересекает ось Oz в начале O. Следовательно, аппликата точки P равна 0.

Таким образом, в пространстве точка P имеет координаты (3;0;0).

Аналогично устанавливается, что точки оси Oy имеют координаты вида (0;b;0), где b — координата точки по оси Oy, а точки оси Oz имеют координаты вида (0;0;c), где c — координата точки по оси Oz.

Рассмотрим точку P плоскости Oyz. Тогда она имеет на плоскости координаты (b; c). Плоскость, проведенная через точку P параллельно плоскости Oyz совпадает с ней. Следовательно, абсцисса точки P равна 0, и координаты точки P имеют вид (0;b;c).

Когда точка M не лежит ни в одной из координатных плоскостей, можно рассмотреть попарные пересечения координатных плоскостей с параллельными им плоскостями, проходящими через точку M.

В результате получим прямоугольный параллелепипед (рис. 6). С помощью такого параллелепипеда можно указать различные способы вычисления координат точек.

Например, на рисунке 6 для получения ординаты точки M можно вычислить длину отрезка EM. С учетом того, что точка B лежит на положительном луче оси Oy, получаем, что ордината точки M равна |EM|.

Вопрос. Какой знак имеют абсцисса точки M и аппликата точки M, изображенной на рисунке 6?

(Ответ. Абсцисса положительна, аппликата отрицательна.)

Это важно

Нами установлено, что любой точке пространства, в заданной системе координат можно сопоставить упорядоченную тройку чисел (a; b; c). Верно и обратное утверждение. Любой упорядоченной тройке чисел (a; b; c) можно поставить в соответствие единственную точку пространства, следующим образом. Построим точку A на оси Ox с координатой a, точку B на оси Оу с координатой b и точку C на оси Oz с координатой c. Через точку A проведем плоскость α параллельную координатной плоскости Oyz, через тоску B плоскость β параллельную Oxz и через точку C плоскость γ параллельную Oxy. Плоскости α и β пересекаются по прямой l параллельной оси Oz. Прямая l не параллельна плоскости γ и, следовательно пересекает ее в некоторой единственной точке M.

Таким образом, в силу единственности построения, точки совпадают тогда и только тогда когда совпадают их координаты.

3. Свойство точек плоскости, параллельной координатной плоскости.

Рассмотрим на оси Oz точку P с координатами (0;0;c). Проведем через точку P параллельно плоскости Oxy плоскость α. Тогда из определения координат следует, что каждая точка плоскости α имеет аппликату, равную c.

С другой стороны, если точка M имеет аппликату, равную c, то M лежит в плоскости, параллельной плоскости Oxy и пересекающей ось Oz в точке P. В силу единственности плоскости, проходящей через точку P и параллельной плоскости Oxy, получаем, что точка M лежит в плоскости α.

Таким образом, все точки с равными аппликатами образуют плоскость, параллельную плоскости Oxy. Но так как плоскость Oxy перпендикулярна оси Oz, то все точки с равными аппликатами образуют плоскость, перпендикулярную оси Oz.

Аналогично устанавливается, что все точки с равными ординатами образуют плоскость, параллельную Oxz и перпендикулярную Oy, а все точки с равными абсциссами образуют плоскость, параллельную Oyz и перпендикулярную Ox.

Пример 1. Доказать, что в пространстве уравнение 
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 задает плоскость.

Решение. Нами показано, что точки с координатами (x;y;1) образуют плоскость, которая проходит через точку (0;0;1) параллельно плоскости Oxy. Но при любых значениях x и y справедливо равенство 
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. С другой стороны, если точка (x;y;z) удовлетворяет уравнению, то z = 1 и точка принадлежит плоскости с единичной аппликатой.

4. Свойство точек прямой, параллельной координатной оси.

Проведем плоскость α, содержащую все точки с абсциссами a, и плоскость β, содержащую все точки с ординатами b. Плоскости a и β пересекаются по прямой m, параллельной Oz. Но так как 
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, то и 
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. Прямая m пересекает плоскость Oxz в точке с абсциссой a и ординатой b, то есть проходит через точку P(a;b;0).

Таким образом, все точки M(a;b;t), первая и вторая координата которых равны данным числам a и b, а третья координата принимает произвольное действительное значение t, образуют прямую, параллельную Oz и перпендикулярную Oxy.

С другой стороны, у всякой точки прямой m абсцисса равна a, ордината равна b. 

Аналогично устанавливается, что все точки, абсциссы и аппликаты которых равны заданным числам, образуют прямую, параллельную оси Oy и перпендикулярную плоскости Oxz, а все точки с заданными  ординатой и аппликатой образуют прямую, параллельную Ox и перпендикулярную Oyz.

5. Вычисление расстояния между точками

В пространстве для вычисления расстояния между точками по их координатам имеется формула, аналогичная формуле расстояния между точками на плоскости.

Расстояние между точками
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Вопрос. Каким уравнением в пространстве задается множество всех точек, удаленных от начала O на расстояние 1?

Решение. Пусть точка M(x;y;z) лежит на единичном расстоянии от точки O. Тогда 
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. Так как обе части уравнения неотрицательны, то оно равносильно уравнению 
[image: image9.wmf]1

2

2

2

=

+

+

z

y

x

. Последнюю запись называют уравнением сферы с центром O и радиусом 1.

Докажем формулу расстояния между точками. 

I случай. Пусть точки A и B лежат на одной прямой, параллельной оси Oz. Тогда если точка A имеет координаты (a;b;c1), то точка B имеет координаты (a;b;c2). Проведем через точки A и B плоскости a и β, параллельные плоскости Oxy, и отметим точку P пересечения a с осью Oz и точку Q пересечения плоскости β с осью Oz (рис. 7). Получим прямоугольник APQB. Так как координаты точек P и Q на оси Oz равны c1 и c2 соответственно, то 
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Следовательно, в этом случае формула расстояния верна.

II случай. Пусть точки A и B лежат в плоскости, параллельной плоскости Oxy. Тогда координаты точек имеют равные аппликаты, то есть с1 = с2 = с. Проведем через точки A и B прямые a и b, параллельные оси Oz, и отметим точку K пересечения a с плоскостью Oxy и точку L пересечения b с плоскостью Oxy (рис. 8). Получим прямоугольник AKLB. Так как координаты точек P и Q, рассматриваемые в плоскости Oxy, равны (a1;b1) и (a2 ;b2) соответственно, то 
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Следовательно, в этом случае формула расстояния также верна.

III случай. Пусть точки 
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 не лежат ни в одной плоскости, параллельной Oxy, ни на одной прямой, параллельной Oz. Проведем через точку A плоскость α, параллельную Oxy, через точку B прямую b, параллельную Oz, и найдем точку F пересечения α и b. Тогда получаем прямоугольный треугольник AFB с прямым углом при вершине F, а точка F имеет координаты (a2;b2;c1 ) (рис. 9).

По первому случаю имеем равенство
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По второму случаю имеем равенство
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По теореме Пифагора
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откуда
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Следовательно, и в этом случае формула расстояния также верна.

Вопрос. Какой случай осталось рассмотреть, чтобы получилось логически завершенное рассуждение?

(Ответ. Не рассмотрен случай когда точки совпадают. Но в этом случае формула очевидно верна.)

6. Вычисление координат середины отрезка

В пространстве координаты середины отрезка вычисляются по следующим формулам, аналогичным формулам координат середины отрезка на плоскости.

Пусть 
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. Тогда середина отрезка AB имеет координаты
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Доказательство. Обозначим координаты середины C как (m;n;k). Рассмотрим проекции A1, B1, C1 точек A, B, C на плоскость Oxy. Из свойств параллельного проектирования следует, что середина C отрезка AB проектируется в середину отрезка A1B1, то есть точка C проектируется в точку C1. Так как точки A1, B1, C1 в плоскости Oxy имеют соответственно координаты (a1;b1), (a2;b2), (m;n), то по формулам координат середины отрезка на плоскости получаем 
[image: image21.wmf].
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 Если затем аналогично рассмотреть проекции точек A, B, C на плоскость Oxz, то получим еще одно равенство 
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Вопрос. Как доказать, что середины сторон пространственного четырехугольника являются либо вершинами параллелограмма, либо лежат на одной прямой?

(Подсказка. Найти координаты середин диагоналей четырехугольника, образованного серединами исходного четырехугольника. Они совпадут. Отсюда следует, что все четыре точки лежат в одной плоскости и, по свойству параллелограмма, четырехугольник является параллелограммом)

Мини исследование.

Даны две точки A(x1;y1;z1) и B(x2;y2;z2). Точка C расположена на отрезка AB так, что 
[image: image23.wmf].
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 Доказать, что координаты точки С 
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Предлагается следующая схема доказательства:
1. Доказать формулу для точек (x1;0;0) и (x2;0;0).

2. Провести плоскости α, β и γ, проходящие через точки A, C и B параллельно оси Xyz. Доказать формулу для абсцисс точек.
3. Доказать формулу для остальных координат.
Проверь себя. Координаты в пространстве.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов правильные ответы. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные ответы.

Сколько осей системы координат задается в пространстве?

1. 1.

2. 2.

3. 3.

4. 4.

Ответ: 3.

Точка с координатами (x;0;0) лежит на

1. координатной плоскости Oxy;

2. осью абсцисс;

3. оси ординат;

4. координатной плоскости Oyz.

Ответы: 1; 2.

Как расположены в пространстве точки, координаты которых удовлетворяют соотношению (1;3;t), где t — любое число?

1. Лежат на оси абсцисс.

2. Лежат на прямой параллельной оси абсцисс.

3. Лежат на оси аппликат.

4. Лежат на прямой параллельной оси аппликат.

Ответ: 4.

Координаты  середины отрезка с концами A(a1;b1;c1) и B(a2;b2;c2) находится по формуле
1. 
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2. 
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3. 
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4. 
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Ответ: 1.

Задание 2.

Выбрать правильный вариант ответа.

В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1 известны координаты следующих вершин A(0;0;0), B(1;0;0), D(0;3;0), A1(0;0;2). Найдите координаты вершины C1.

1. (3;2;2).

2. (3;2;1).

3. (1;2;3).

4. (2;3;3).
Ответ: 3.
Выберите правильные координаты точек прямой, проходящей через точку (0;1;1) плоскости Oyz, и параллельной оси Ox.

1. (t;1;1), где t произвольное число.

2. (0;t;1), где t произвольное число.

3. (0;1;t), где t произвольное число.

4. (t-1;t; t), где t произвольное число.

Ответ: 1.
Расстояние между точками с координатами 
[image: image29.wmf](
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Ответ: 4.

Домашнее задание

1. В кубе ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1 известны координаты следующих вершин:
а) A(0;0;0), B(2;0;0), D(0;2;0), A1(0;0;2);
б) A(3;0;0), B(0;0;0), C(0;-3;0), B1(0;0;-3);
в) A(0;0;0), C(-1;-1;0), D(0;-1;0), C1(-1;-1;-1);
г) A(1;2;3), B(0;2;3), D(0;1;3), A1(1;1;2). 
Найдите координаты остальных вершин куба.

2. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1 известны координаты следующих вершин:
а) A(-2;0;0), B(0;0;0), C(0;-5;0), B1(0;0;1);
б) A(0;0;0), C(2;-1;0), D(0;-1;0), C1(2;-1;-3);
в) A(3;4;5), B(1;4;5), D(1;-1;5), D1(3;-1;2).
Найдите координаты остальных вершин прямоугольного параллелепипеда.

3. Через точку (2;1;6) провели плоскость, параллельную Oyz. В какой точке эта плоскость пересечет ось Ox?

4. Через точку A с координатами (1;4;2) провели прямую AB, параллельную оси Ox, которая пересекла Oyz в точке B. Найдите координаты точки B.

5. Напишите уравнение плоскости, параллельной плоскости Oyz и проходящей через точку: а) (1;0;0) оси Ox;   б) (4;0;0) оси Ox.

6. Напишите уравнение плоскости, параллельной плоскости Oxz и проходящей через точку: а) (0;1;0) оси Oy;   б) 
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7. Напишите уравнение плоскости, параллельной плоскости Oxy и проходящей через точку: а) (0;0;1) оси Oz;   б) 
[image: image36.wmf](

)

2

3

;

0

;

0

 оси Oz.

8. Напишите уравнения координат точек прямой, проходящей через точку (1;2;0) плоскости Oyx и перпендикулярной этой плоскости.
Докажите, что эта прямая параллельна оси Oz.

9. Найдите расстояние между точками с координатами:
а) (0;0;0) и (1;1;1);
б) (1;2;3) и (2;1;3);
в) (1;4;6) и (2;1;4).
10. Найдите координаты середины отрезка, если координаты концов отрезка равны:
а) (0;0;0) и (1;1;1);
б) (1;2;4) и (5;6;7);
в) 
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г) (3;4;1) и 
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11. В кубе ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1 известны координаты следующих вершин: A(0;0;0), B(3;0;0), D(0;-3;0), A1(0;0;3). Найдите координаты:
а) середины ребра C1D1;
б) середины отрезка B1C;
в) середины отрезка BD1;
г) середины отрезка, концами которого являются середины ребер B1C1 и CD.

12. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD известны координаты вершин: 
A(1;-1;0), B(-1;-1;0), C(-1;1;0), D(1;1;0), S(0;0;5). Найдите координаты:
а) середины ребра SB;
б) середины медианы DM грани SCD;
в) середины отрезка, концами которого являются середины ребер AB и SC;
г) точки пересечения медиан грани SBC.

13. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1 известны координаты следующих вершин: A(0;0;0), B(2;0;0), D(0;3;0), A1(0;0;4). Найдите координаты:
а) точек, которые делят отрезок BC1 на три равные отрезка;
б) точек, которые делят отрезок CD1 на пять равных отрезков;
в) точки пересечения медиан треугольника ACD1;
г) точки пересечения медиан треугольника BC1D.

14. В пространстве с прямоугольной системой координат правильный тетраэдр SABC с ребром 1 расположен так, что центр основания ABC совпадает с началом O координат, луч OS является положительным лучом оси Oz, ордината точки A равна нулю, абсцисса и ордината точки B отрицательны. Найдите:
а) координаты вершин тетраэдра;
б) координаты середины отрезка с концами в серединах ребер SB и AC;
в) координаты точки пересечения медиан грани SAB.
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