Урок 3. Параллельный перенос в пространстве
План урока

1. Определение параллельного переноса в пространстве.

2. Свойства параллельного переноса.

3. Правило параллелограмма.

4. Образ прямой и плоскости при параллельном переносе.

5. Последовательные параллельные переносы.
6. Проверь себя. Параллельный перенос в пространстве.

7. Домашнее задание.
Цели урока

Целью данного урока является знакомство с понятием параллельного переноса в пространстве. Как и на плоскости, параллельный перенос определяется с помощью заданной декартовой системы координат. Все установленные свойства параллельного переноса аналогичны свойствам параллельного переноса на плоскости.

1. Определение параллельного переноса в пространстве
Пусть в пространстве задана прямоугольная система координат. Аналогично тому, как это было сделано на плоскости, определим параллельный перенос в пространстве.

Определение. Параллельным переносом, определяемым тройкой чисел (a;b;c), называется преобразование точек пространства, при котором каждая точка M(x;y;z) переходит в точку M1(x1;y1;z1) такую, что
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Формулы (1) называются формулами преобразования координат при данном параллельном переносе.

Пример 1. Рассмотрим куб ABCDA1B1C1D1, вершины которого имеют координаты: A(1;0;0), B(0;0;0), C(0;1;0), D(1;1;0), A1(1;0;1), B1(0;0;1), C1(0;1;1), D1(1;1;1).
Параллельный перенос, определяемый тройкой чисел (0;1;0), каждую точку M(x;y;z) переводит в точку M1(x; y+1; z). Поэтому при данном параллельном переносе точка A переходит в точку D, точка B — в точку C, точка A1 — в точку D1, точка B1 — в точку C1, точка C — в точку G(0;2;0), точка D — в точку K(1;2;0), точка D1 — в точку E(1;2;1), точка C1 — в точку F(0;2;1) (рис. 1). Следовательно, при этом параллельном переносе вершины куба ABCDA1B1C1D1 переходят в вершины куба DCGKD1C1FE.

Вопрос. В какую точку при рассмотренном переносе переходит центр куба ABCDA1B1C1D1?

2. Свойства параллельного переноса.

При параллельном переносе сохраняется расстояние между точками, то есть параллельный перенос имеет свойство:

Свойство 1. Если при параллельном переносе точки A и B переходят в точки A1 и B1, то |AB| = |A1B1|.}

Доказательство. Пусть параллельный перенос определяется тройкой чисел (a;b;c) и A(m;n;k), B(p;q;r). Тогда точка A1 имеет координаты 
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 точка B1 имеет координаты 
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Отсюда |A1B1| = |AB|, что и требовалось доказать.

Из этого свойства следует, что параллельный перенос является одним из видов движений, то есть параллельный перенос каждую фигуру переводит в равную ей фигуру.

Вопрос. Пусть при параллельном переносе точки A и B переходят в точки A1 и B1. Как доказать, что при этом середина отрезка AB переходит в середину отрезка A1B1?
(Подсказка. Пусть точка C — середина отрезка, тогда |AC| = |CB| и |AC| + |CB| = |AC|. Следовательно, по свойству 1, |A1C1| = |C1B1| и |A1C1| + |C1B1| = |A1C1|.)
Параллельный перенос имеет следующее свойство.

Свойство 2. Если точки A и B при параллельном переносе переходят в точки A1 и B1, то середины отрезков AB1 и A1B совпадают.

Доказательство. Пусть параллельный перенос определяется тройкой чисел (a;b;c) и A(m;n;k), B(p;q;r). Тогда A1
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. Поэтому середина отрезка AB1 имеет координаты 
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 Такие же координаты имеет и середина отрезка A1B. Равенство соответствующих координат середин отрезков AB1 и A1B и означает совпадение самих середин.

Вопрос. Как доказать, что если параллельный перенос точку A переводит в точку B, то точка B переводится в такую точку C, что середина отрезка AC совпадает с точкой B?

(Подсказка. По свойству 2, середина отрезка AC совпадает с серединой вырожденного отрезка BB, то есть с точкой B.)
3. Правило параллелограмма
Из свойства 2 получаем, что, как и на плоскости, параллельный перенос в пространстве действует по "правилу параллелограмма". Это значит, что если параллельный перенос заданную точку A переводит в точку B и точка M не лежит на прямой AB, то точка M переводится в такую точку M1, что ABM1M — параллелограмм.

Доказательство. Действительно, в этом случае отрезки AM1 и BM не лежат на одной прямой, пересекаются и каждый делится точкой пересечения пополам (рис. 2). Поэтому по соответствующему признаку четырехугольник ABM1M — параллелограмм.

Вопрос. Пусть параллельный перенос точку A переводит в точку B. Как доказать, что каждая точка прямой AB переводится в точку этой же прямой?
(Подсказка. От противного. Пусть точка M лежит на прямой, а точка M1 нет. Действительно, в этом случае отрезки AM1 и BM не лежат на одной прямой, пересекаются и каждый делится точкой пересечения пополам. Поэтому по соответствующему признаку четырехугольник ABM1M — параллелограмм. Но никакие три вершины параллелограмма не лежат на одной прямой)

4. Образ прямой и плоскости при параллельном переносе
Из свойств параллельного переноса следует, что при параллельном переносе прямая переходит в параллельную ей прямую.

Доказательство. По свойству 1 параллельный перенос каждую фигуру переводит в равную ей фигуру. Так как фигура, равная прямой — это прямая, то при параллельном переносе прямая переходит в прямую. Далее нужно рассмотреть два случая.

Первый случай. Параллельный перенос точку A прямой a переводит в точку B, не лежащую на прямой a (рис. 3). Выберем точку M прямой a, отличную от точки A. Тогда по правилу параллелограмма получаем, что точка M переходит в такую точку M1, что ABM1M — параллелограмм. Отсюда AM║BM1, то есть прямая AM переходит в параллельную ей прямую BM1.

Второй случай. Параллельный перенос точку A прямой a переводит в точку B, лежащую на прямой a. Тогда точка B переводится в точку C, также лежащую на прямой a. Следовательно, при этом параллельном переносе прямая AB переходит в прямую BC, то есть прямая a переходит в прямую a. Так как прямую можно считать параллельной самой себе, то и в этом случае прямая a переходит в параллельную ей прямую.

Вопрос. Какой параллельный перенос две различные пересекающиеся прямые переводит в себя?
(Ответ. Параллельный перенос переводит каждую прямую в параллельную ей, то есть ,в данном случае, в себя. Но тогда и точка пересечения переходит сама в себя. Следовательно, это тождественное преобразование или параллельный перенос, определяемый тройкой (0;0;0).)
Докажем, что при параллельном переносе плоскость переходит в параллельную ей плоскость.

Доказательство. Выберем в рассматриваемой плоскости α две пересекающиеся прямые. При заданном параллельном переносе прямая a переходит в параллельную ей прямую a1, прямая b переходит в параллельную ей прямую b1. Обозначим через α1 плоскость, переходящую через прямые a1 и b1. Тогда по известному признаку (ссылка на урок 3, модуль 4, 10 класс) α ║ α1. 
Проведем через произвольную точку P прямой a прямую p, параллельную прямой b. При заданном параллельном переносе точка P прямой a переходит в точку P1 прямой a1, прямая p, параллельная прямой b, переходит в прямую p1, параллельную прямой b1. Отсюда следует, что множество U точек всех прямых, параллельных прямой b и пересекающих прямую a, переходит в множество U1 точек всех прямых, параллельных прямой b1 и пересекающих прямую a1. Так как множество U совпадает с плоскостью α, а множество U1 совпадает с плоскостью α1, то при заданном параллельном переносе плоскость α1 переходит в параллельную ей плоскость α1.

Вопрос. Как доказать, что при параллельном переносе общие точки двух фигур переходят в общие точки перемещенных фигур?
(Подсказка. Пусть точка N принадлежит каждой из фигур F и G. Тогда ее образ при параллельном переносе N1 принадлежит обеих фигур, а значит и их пересечению. Обратно. Пусть точка 
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 и существует точка 
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, которая переходит в точку N. Аналогично, существует точка 
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, которая переходит в точку N. Но по свойству 1, |LK| = |NN| = 0.)
5. Последовательные параллельные переносы.
Выполняя в пространстве последовательно два параллельных переноса, мы также получаем параллельный перенос.

Доказательство. Пусть первый параллельный перенос определяется тройкой 
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 Каждая точка пространства с координатами (x;y;z) переводится первым параллельным переносом в точку с координатами 
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 а полученная точка вторым параллельным переносом переводится в точку с координатами 
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 Следовательно, для итогового преобразования координаты вычисляются по формулам параллельного переноса, определяемого тройкой чисел 
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В частности, если сначала выполним параллельный перенос, который заданную точку A переводит в заданную точку B, а затем выполним параллельный перенос, который точку B переводит в точку A, то получим параллельный перенос, который каждую точку пространства переводит в себя. Такое преобразование точек пространства называется тождественным преобразованием. Тождественное преобразование можно задать как параллельный перенос, определяемый тройкой чисел (0;0;0).

6. Проверь себя. Параллельный перенос в пространстве.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов правильные ответы. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные ответы.

Образом сферы при параллельном переносе будет:
1. шар.

2. круг.

3. сфера.

4. эллипс.

Ответ: 3.

Пусть A1, B1 и C1 образы точек A, B и C, не лежащих на одной прямой, при параллельном переносе. Выбрать правильные утверждения;
1. |A1B1|=|AB|.

2. Координаты точек A1, B1 и C1 равны координатам точек A, B и C.

3. 
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4. Треугольник A1B1C1 равен треугольнику ABC.
Ответы: 1; 3; 4.

Параллельный перенос отображает прямую в себя, если:
1. он определяемый тройкой чисел (0;0;0).

2. образ всех точек прямой принадлежит этой прямой.

3. образ хотя бы одной точки прямой принадлежит этой прямой.

4. он любой параллельный перенос.
Ответы 1; 2; 3.
Параллельный перенос отображает две скрещивающиеся прямые в

1. две скрещивающиеся прямые.

2. одну прямую.

3. две параллельные прямые.

4. две пересекающиеся прямые.

Ответ: 1.

Задание 2.

Выбрать правильный вариант ответа.

Пусть A1(3;2;2) и B1(1;3;3) образы точек A и B при параллельном переносе. Координаты точки A(1;-1;2), тогда координаты точки B:
1.  (3;2;2).

2. (1;3;3).

3. (-1;0;3).

4. (1;-1;2).

Ответ: 3.
Найдите, в какую прямую перейдет прямая y = 2, z = 3, x = t, где t любое число, при параллельном переносе, определяемом тройкой чисел (1;1;1).
1. (t;2;3), где t любое число.
2. (t;3;4), где t любое число.

3. (3;4;t+1), где t любое число.

4. (2;t;3), где t любое число.
Ответ: 2.

Какая тройка чисел задает параллельный перенос, при котором точка A(1;-1;1) перейдет в середину отрезка с концами A и B(-2;1;2)?

1. 
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2. (-1;0;3).
3. 
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4. (-3;2;1).
Ответ: 1.

Домашнее задание

1. Дан куб с вершинами A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0) A1(0,0,1), B1(1,0,1), C1(1,1,1), D1(0,1,1). Найдите координаты вершин куба, в который перейдет куб ABCDA1B1C1D1 при параллельном переносе, определяемым тройкой чисел:
а) (0;0;0);    б) (1;1;1)    в)
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2. Точка A(1;2;0) при параллельном переносе переходит в точку A1(2;6;6). Найдите:
а) тройку чисел, которая определяет этот параллельный перенос;
б) середину C отрезка AA1;
в) параллельный перенос, при котором точка A перейдет в точку C.

3. Дан прямоугольный параллелепипед с вершинами A(1;0;0), B(4;0;0), C(4;6;0), D(1;6;0), A1(1;0;2), B1(4;0;2), C1(4;6;2), D1(1;6;2). Известно, что при параллельном переносе этот параллелепипед перешел в параллелепипед KLMNK1L1M1N1, причем  точка A перешла в точку K(2;1;1). Найдите координаты точек L, M, N, K1, L1, M1, N1.

4. Пусть отрезок AB переходит при параллельном переносе в отрезок A1B1. Точка C лежит на отрезке AB и переходит в точку C1. Известно, что
а)
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Найдите отношение 
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5. Докажите, что при параллельном переносе треугольник переходит в равный треугольник.
6. Докажите, что при параллельном переносе величины углов между двумя прямыми сохраняются.
7. Точки A, B, C, D лежат в одной плоскости α и переходят при параллельном переносе в точки A1, B1, C1, D1. Докажите, что точки A1, B1, C1, D1 лежат в одной плоскости.
8. Докажите, что сфера и шар при параллельном переносе переходят в сферу и шар того же размера.
9. Найдите, в  какую плоскость перейдет плоскость:
а) x = 2;    б) y = 5;    в) 
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при параллельном переносе, определяемом тройкой чисел:
а') (1;0;0);    б') (1;2;0);    в') (1;3;4);
г') (0;1;0);    д') (0;0;1);    е')
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10. Найдите, в какую прямую перейдет прямая:
а) x = 2,    y = 1,    z = t —любое число;
б) x = 1,    z = 5,    y = t — любое число;
в) y = 2,    z = 3,    x = t — любое число;
при параллельном переносе, определяемом тройкой чисел:
а') (1;0;0);    б') (0;1;0);    в') (0;0;1);
г') (1;2;0);    д') (1;1;1);    е') 
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