(Класс 11, модуль V, урок 1)

Урок 1. Вероятности событий и меры множеств

План урока
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 1.1. Классическое определение вероятности
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 1.2. Вероятности  в геометрических задачах 
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 1.3. Вероятности при выборе точки на промежутке прямой или на окружности
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 1.4. Меры множеств и вероятности
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 Тесты
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 Домашнее задание
Цели урока: 
Напомнить известные из курса 10 класса примеры на вычисление вероятностей, и на основе этого перейти к обобщенному подходу к вероятностям, рассмотрев  понятие меры множеств, как для множеств из конечного числа элементов, так и для множеств на прямой, на окружности, на плоскости и в пространстве. 
1.1. Классическое определение вероятности


Напомним, что теория вероятностей изучает вероятности событий, встречающихся в явлениях со случайными, то есть практически непредсказуемыми исходами. Мы условились такие явления называть экспериментами со случайными исходами, или, для краткости, просто экспериментами. 

Рассмотрим примеры, похожие на некоторые из примеров, изучавшихся в 10 классе. 
Пример 1. Ученик, первым пришедший сдавать экзамен, выучил 20 билетов из 25, лежащих на столе у учителя. Какова вероятность, что этот ученик вытащит билет, который он выучил? 

На этот вопрос, без сомнения, все дадут правильный ответ: "один из 20 выученных билетов будет выбран с вероятностью 20/25=4/5, так как всего билетов 25". 
Пример 2.  Спортлото "5 из 36". 
На 36 шарах написали номера от 1 до 36 по одному номеру на каждом шаре. Шары кладут в специальный барабан и тщательно перемешивают. Затем из барабана по одному последовательно вынимают шары. Зрители предварительно записали на особых бланках по 5 номеров, стремясь угадать те номера, которые будут извлечены из барабана.  Какова вероятность, что мы угадаем первые два вынутых шара?
Решение. Чтобы ответить на этот вопрос, сначала нужно представить множество всех исходов, которые имеют отношение к поставленной задаче. В данном случае каждым из исходов можно считать упорядоченную пару из двух различных натуральных чисел в пределах от 1 до 36. Так как первый элемент выбирается из 36 шаров, и, независимо от выбора первого шара, второй шар выбирается из 35 оставшихся шаров, то всего в таком случае получаем 
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 упорядоченных пар.

Затем нужно представить интересующее нас событие как подмножество множества всех исходов. Это подмножество состоит из упорядоченных пар номеров, которые можно составить из 5 записанных номеров. Всего получается 
[image: image8.wmf]54

×

 таких пар.


После этого нетрудно  дать правильный ответ на поставленный вопрос: "одна из 
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 упорядоченных пар может появиться с вероятностью 
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, так как всего упорядоченных пар 
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Пример 3. «Игра в кости»
Рассмотрим эксперимент по бросанию двух одинаковых кубиков, на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6, и нас интересует сумма выпавших чисел, то есть сумма выпавших очков. Какова вероятность, что получится заранее заданная сумма?


Чтобы ответить на этот вопрос, все возможные исходы эксперимента представим в виде следующих упорядоченных пар.
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Глядя на эту таблицу, нетрудно сосчитать количество пар с заданной суммой очков. В итоге, если событие, в котором сумма очков равна 
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, обозначим через 
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Обобщая приведенные примеры и другие аналогичные примеры, можно сделать следующий вывод. 
Пусть эксперимент состоит в выборе с равной вероятностью каждого элемента из множества 
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, содержащего 
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 элементов. Тогда вероятность 
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 события, что выбранный элемент окажется одним из элементов множества 
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, можно вычислить по формуле 
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где 
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 — число элементов в множестве 
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.

Приведенное определение называют классическим определением вероятности. Это самый простой и самый древний частный случай определения вероятностей. 

1.2. Вероятности  в геометрических задачах 


Напомним теперь, что мы называли равномерными распределениями вероятности выбора точки в пространстве и на плоскости. 
Пример 4. Из теста, в которое бросили маковое зернышко, сделали две разные по объему булки. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется в меньшей булке? 

Для получения ответа на этот вопрос надо объем меньшей булки разделить на объем всего теста. 

В этом примере тесто мы представляем себе как некоторое множество 
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 точек в пространстве, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
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. Мы предполагаем также, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
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 множества 
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, пропорциональна объему 
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 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
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. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
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.

Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод.
Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
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 объема 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
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, имеющее объем 
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Пример 5. Тесто, в которое бросили маковое зернышко, раскатали в виде блина площадью 
[image: image36.wmf]S

. После этого из теста вырезали корж площадью 
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. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется внутри коржа? 

Для получения ответа на этот вопрос нужно площадь коржа 
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 разделить на площадь блина 
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В этом примере блин представляет некоторое множество 
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 точек на плоскости, а эксперимент состоит в случайном выборе точки из этого множества. 

Мы так же предполагаем, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
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. Это означает, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в любую часть 
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 множества 
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, пропорциональна площади 
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 выбранной части, где бы эта часть ни находилась в множестве 
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Обобщая пример, можно сделать следующий вывод.
 Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества 
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 площади 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество 
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 площадью 
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1.3. Вероятности при выборе точки на промежутке прямой или на окружности

Напомним теперь, что мы называли равномерным распределением вероятности в экспериментах с выбором точки на промежутке прямой или  на окружности.
Пример 6. Из сверхчистого металла сделали сверхтонкую проволоку длины 
[image: image52.wmf]l

. При наматывании проволока порвалась в одном месте из-за случайно попавшей в металл одной частички недопустимой примеси. Какова вероятность, что разрыв произошел на расстоянии менее 
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 от одного из концов проволоки? 

Для получения ответа на этот вопрос надо заметить, что интересующее нас событие происходит только в случае, если частичка примеси попадает в один из двух интервалов длины 
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. Следовательно, искомая вероятность равна 
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В этом примере проволоку мы представляем себе как некоторое множество 
[image: image56.wmf]U

 точек на прямой, а эксперимент состоит в случайном выборе некоторой точки из этого множества 
[image: image57.wmf]U
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Для получения вероятности событий мы использовали предположение о том, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в объединение 
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 нескольких непересекающихся отрезков, лежащих внутри множества 
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, пропорциональна сумме 
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 длин всех отрезков, где бы эти отрезки ни находились в множестве 
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. В случае выполнения этого предположения будем говорить, что вероятность выбора точки равномерно распределена в множестве 
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.

Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод.
Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из отрезка 
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 длины 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки в объединение 
[image: image66.wmf]A

 непересекающихся отрезков с суммой длин 
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, называют число 



[image: image68.wmf]()()()

PALAL

=/W.


Пример 7. Рулетка в казино. Круг разделен на 37 секторов, причем 36 секторов с номерами от 1 до 36 равны, а сектор с номером 0 (выигрыш казино) отличается от каждого из предыдущих. Пусть сектор с номером 0 опирается на дугу длины 
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, а общая длина окружности рулетки равна 
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. Какова в этом случае вероятность 
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 того, что стрелка остановится в секторе с нечетным номером? 


Заметим, что нечетные номера имеют 18 секторов, каждый из которых опирается на дугу длины 
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В этом примере мы также использовали предположение о том, что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно выбранной точки в объединение 
[image: image75.wmf]A

 нескольких непересекающихся дуг окружности пропорциональна сумме 
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 длин всех этих дуг, где бы эти дуги ни находились на окружности 
[image: image77.wmf]W
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Обобщая рассмотренный пример, можно сделать следующий вывод.
Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки на окружности 
[image: image78.wmf]W

 длины 
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 с равномерным распределением вероятности выбора точки на этой окружности. Тогда вероятностью 
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 события, состоящего в попадании выбираемой точки в объединение 
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 непересекающихся дуг с суммой длин 
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1.4. Меры множеств и вероятности


Перечислим предположения, которые использовались в примерах из предыдущих пунктов.
Предположение 1. Рассматриваемый эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества всех возможных исходов эксперимента, которое   либо некоторое конечное множество, либо некоторое множество в пространстве, на плоскости, на прямой или на окружности.

 Предположение 2. Пусть 
[image: image84.wmf]A

 — некоторое подмножество множества 
[image: image85.wmf]W

 всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбранная в результате эксперимента точка оказалась одной из точек множества 
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, то говорят, что произошло событие 
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Предположение 3. Вероятность события 
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 каждый раз определяется как отношение меры множества 
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 к мере множества 
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, то есть 
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где мера 
[image: image92.wmf]m

 выбирается, исходя из условий проведения эксперимента.

 Задача становится строго математической только после того, как эта мера 
[image: image93.wmf]m

 выбрана и 
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. Подчеркнем, что при решении каждой конкретной задачи мера 
[image: image95.wmf]m

 подбирается, исходя из условий этой задачи. 


Действительно, объем множества — это наиболее часто встречающаяся мера множеств в пространстве, площадь плоских множеств — это наиболее естественная мера множеств на плоскости, длина — это простейшая мера множеств на прямой и окружности, а число элементов в множестве — это естественная мера для конечных множеств. 


Рассматривая разнообразные примеры, с использованием понятия меры множеств удается установить общую формулу, позволяющую находить вероятность событий.

Примером еще одной меры множеств, кроме перечисленных выше мер, может служить вес. Так, в примере 6, может оказаться, что проволока неоднородна по толщине. В этом случае вероятность того, что частичка примеси попадет в заданный отрезок проволоки, можно вычислять как отношение веса этого участка проволоки к весу  всей проволоки. 

Проверь себя. Вероятности событий и меры множеств 

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
В барабане лежит 
[image: image96.wmf]n

 шаров, из которых 
[image: image97.wmf]m

 — белых, а остальные — других цветов. Какова вероятность вынуть шар белого цвета? 
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(Правильный вариант: 4)

Тесто, в которое бросили маковое зернышко, раскатали в виде круглого блина площадью 
[image: image106.wmf]S

. После этого из теста вырезали корж, который  является квадратом, вписанным в этот круг. Какова вероятность, что маковое зернышко окажется внутри коржа? 
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(Правильный вариант: 1)
Круг разделен на 37 секторов, причем 36 секторов с номерами от 1 до 36 равны, а сектор с номером 0 (выигрыш казино) отличается от каждого из предыдущих. Пусть сектор с номером 0 опирается на дугу длиной 16 см., а каждый из остальных номеров опирается на дугу длиной 4 см.. Какова в этом случае вероятность 
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 того, что стрелка остановится в секторе с четным номером? 
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(Правильный вариант: 2)
После безуспешных поисков бриллианта, потерянного в снегу, этот снег был сложен в виде сугроба, имеющего форму цилиндра с радиусом основания 
[image: image124.wmf]3
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, и внутри этого цилиндра находится круглая клумба с радиусом 
[image: image125.wmf]R

. Какова вероятность того, что бриллиант окажется на клумбе после того, как снег растает? 
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2. 
[image: image129.wmf]2
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[image: image130.wmf]·

3. 
[image: image131.wmf]3
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[image: image132.wmf]·

4. 
[image: image133.wmf]4
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(Правильный вариант: 1)

Проверь себя. Вероятности событий и меры множеств 

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа
.

Пусть эксперимент состоит в выборе одного из 36 шаров с номерами от 1 до 36 включительно. Какие из указанных явлений возможны при проведении этого эксперимента? 

[image: image134.wmf]·

1. Номер выбранного шара отрицательное число

[image: image135.wmf]·

2. Номер выбранного шара больше 18

[image: image136.wmf]·

3. Номер выбранного шара больше 10, но меньше 11

[image: image137.wmf]·

4. Номер выбранного шара – квадрат натурального числа
(Правильные варианты: 2, 4)

Рассмотрим эксперимент по бросанию двух одинаковых кубиков, на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6. Какие из указанных явлений возможны при проведении этого эксперимента? 


[image: image138.wmf]·

1. Сумма выпавших очков трехзначное число


[image: image139.wmf]·

2. Произведение выпавших чисел делится на 7


[image: image140.wmf]·

3. Сумма выпавших очков меньше
[image: image141.wmf]5



[image: image142.wmf]·

4. Сумма выпавших очков равна 7
(Правильные варианты: 2,  3, 4)

Пусть эксперимент состоит в выборе одного из 36 шаров с номерами от 1 до 36 включительно. Какие два из указанных событий 
[image: image143.wmf]A

 и 
[image: image144.wmf]B

  равновероятны?

[image: image145.wmf]·

1. Событие 
[image: image146.wmf]A

  - «Номер выбранного шара больше 10, но меньше 20»
        Событие 
[image: image147.wmf]B

  - «Номер выбранного шара больше 20, но меньше 30»

[image: image148.wmf]·

2. Событие 
[image: image149.wmf]A

  - «Номер выбранного шара меньше 10»

        Событие 
[image: image150.wmf]B

  - «Номер выбранного шара больше 30»

[image: image151.wmf]·

3. Событие 
[image: image152.wmf]A

  - «Номер выбранного шара четный»

        Событие 
[image: image153.wmf]B

  - «Номер выбранного шара нечетный»

[image: image154.wmf]·

4. Событие 
[image: image155.wmf]A

- «Номер выбранного шара при делении на 5 дает остаток 1»

        Событие 
[image: image156.wmf]B

- «Номер выбранного шара при делении на 5 дает остаток 2»
(Правильные варианты: 1, 3)

Рассмотрим эксперимент по бросанию двух одинаковых кубиков, на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6 включительно.  Какие два из указанных событий 
[image: image157.wmf]A

 и 
[image: image158.wmf]B

  равновероятны?

[image: image159.wmf]·

1. Событие 
[image: image160.wmf]A

  - «Сумма выпавших чисел равна 2»

        Событие 
[image: image161.wmf]B

  - «Сумма выпавших чисел равна 3»


[image: image162.wmf]·

2. Событие 
[image: image163.wmf]A

  - «Сумма выпавших чисел равна 5»

        Событие 
[image: image164.wmf]B

  - «Сумма выпавших чисел равна 9»


[image: image165.wmf]·

3. Событие 
[image: image166.wmf]A

  - «Сумма выпавших чисел больше 7»

        Событие 
[image: image167.wmf]B

  - «Сумма выпавших чисел меньше 7»


[image: image168.wmf]·

4. Событие 
[image: image169.wmf]A

 -  «Сумма выпавших чисел четна »

        Событие 
[image: image170.wmf]B

 -  «Сумма выпавших чисел нечетна»

(Правильные варианты: 2,  3, 4)

Домашнее задание

1. В игре  «Спортлото 6 из 49» шары последовательно выбираются из барабана, в котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Каковы вероятности, что номер первого вынутого шара: 

а) совпадет с одним из номеров: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; 

б) делится на 5; 

в) при делении на 7 даст остаток 5? 

2. В игре  «Спортлото 6 из 49» шары последовательно выбираются из барабана, в котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Предположим, что первый вынутый шар имел номер 33, а вторым вынули шар с номером 5. Каковы в этом случае вероятности, что номер третьего вынутого шара: 

а) четный; 

б) не делится на 3; 

в) делится на 3 или на 5? 

3. В барабане перемешаны 36 шаров четырех разных цветов: красного, белого, черного и синего. На 9 шарах каждого из цветов написано по одной цифре от 1 до 9. Каковы вероятности, что первый вынутый шар: 

а) будет белым шаром с четным номером; 

б) будет либо белым шаром, либо шаром с номером 7; 

в) будет либо не белым шаром, либо шаром с номером 7; 

г) будет либо белым шаром, либо шаром с четным номером; 

д) будет либо не белым шаром, либо шаром с нечетным номером; 

е) имеет двузначный номер? 

4. В барабане перемешаны 36 шаров четырех разных цветов: красного, белого, черного и синего. На 9 шарах каждого из цветов написано по одной цифре от 1 до 9. Предположим, что в эксперименте, описанном в предыдущей задаче, первый вынутый шар оказался белого цвета с номером 2 Каковы вероятности, что первый вынутый шар: 

а) будет белым шаром с четным номером; 

б) будет либо белым шаром, либо шаром с номером 2; 

в) будет либо не белым шаром, либо шаром с номером 2; 

г) будет либо белым шаром, либо шаром с четным номером; 

д) будет либо не белым шаром, либо шаром с нечетным номером; 

е) имеет двузначный номер? 

5. Некто загадал одну из 10 цифр. Какова вероятность, что вы угадаете эту цифру,   затратив не более трех попыток? 

6. Какова вероятность, что вы вспомните семизначный номер телефона знакомой, если вы: 

а) забыли последнюю цифру номера телефона своей знакомой; 

б) забыли две последние цифры этого номера; 

в) забыли предпоследнюю цифру, но помните, что она нечетная; 

г) забыли вторую цифру, но помните, что она четная и не ноль. 

7. На клетке «e4» пустой шахматной доски ставится черный король, а на одно из остальных свободных мест случайным образом ставится белая фигура. Какова вероятность, что черный король находится под боем, если известно, что поставленная фигура — это: 
а) слон; 
б) ладья;
в) ферзь; 
г) конь? 

8. Точка ставится в шаре радиуса 
[image: image171.wmf]R

 случайным образом. Какова вероятность того, что она попадет в шар радиуса 
[image: image172.wmf]3

2

R

, имеющий тот же центр? 

9. Точка ставится в круге радиуса 
[image: image173.wmf]R

, ограниченном окружностью 
[image: image174.wmf]S

. Какова вероятность того, что точка попадет в правильный шестиугольник, вписанный в окружность 
[image: image175.wmf]S

?
квадрата? 

10. Точка выбирается на окружности радиуса 
[image: image176.wmf]R

 с центром в начале координат. Какова вероятность того, что проекция этой точки на ось абсцисс находится от начала координат на расстоянии,  большем 
[image: image177.wmf]2

R

? 

11. В стоге сена конической формы ищется потерянная на лугу золотая иголка. Какова вероятность того, что иголка находится в верхней  по высоте половине стога? 

12. После безуспешных поисков бриллианта, потерянного в снегу, этот снег был сложен в виде сугроба, имеющего форму конуса с площадью основания 
[image: image178.wmf]S

, причем вершина этого конуса находилась над центром круглой клумбы площадью 
[image: image179.wmf]2

S

. Какова вероятность, что бриллиант окажется на клумбе после того, как снег растает? 
Словарь терминов

Эксперимент со случайным исходом. Рассматриваемый эксперимент состоит в случайном выборе одного элемента из некоторого  множества элементов. 


Исход эксперимента. Выбранный элемент в эксперименте со случайным исходом называют исходом эксперимента, а множество из которого он выбирается — множеством всех возможных исходов эксперимента. 


Событие в эксперименте со случайным исходом. Пусть 
[image: image180.wmf]A

  — некоторое подмножество множества всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбранный в результате эксперимента элемент оказался одним из элементов множества 
[image: image181.wmf]A

, то говорят, что произошло событие 
[image: image182.wmf]A

. 


Классическое определение вероятности события. 
Пусть 
[image: image183.wmf]W

 - конечное множество всех исходов эксперимента с равной вероятностью появления каждого из исходов. Вероятностью события 
[image: image184.wmf]A

 называют число 
[image: image185.wmf]()

PA

, равное отношению числа элементов в множестве 
[image: image186.wmf]A

 к числу всех элементов в множестве 
[image: image187.wmf]W

. 


Общее  определение вероятности события. Вероятность события 
[image: image188.wmf]A

  определяется как отношение меры множества 
[image: image189.wmf]A

 к мере множества 
[image: image190.wmf]W

, 
то есть 



[image: image191.wmf]()()()
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где мера 
[image: image192.wmf]m

 выбирается, исходя из условий проведения эксперимента.
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