(Класс 11, модуль V, урок 2)

Урок 2. Операции над событиями
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 Домашнее задание

Цели урока: 
С теоретико-множественной точки зрения рассмотреть основные операции над событиями - пересечение, объединение событий, дополнение к событию,  и изучить начальные свойства этих операций. Проиллюстрировать свойство сложения вероятностей при вычислении вероятности объединения двух несовместных событий, перейти к обобщению, сформулировать закон сложения вероятностей и рассмотреть его доказательство. 
2.1. Произведение событий


Напомним, что каждое событие рассматривается как множество тех случаев, в которых оно происходит. Сами случаи, в которых это событие происходит, становятся элементами множества, определяющего данное событие, или  случайными исходами эксперимента, соответствующими данному событию. 


Поскольку события суть множества, то операции над множествами мы можем теперь применить к событиям. В частности, многие сложные события, встречающиеся в вероятностных задачах, можно выразить через простые события при помощи операций объединения, пересечения и дополнения. 

Пусть 
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 и 
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 — два события. В этом пункте мы рассмотрим примеры, в которых события 
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 и 
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 происходят одновременно, то есть тогда и только тогда, когда происходит событие 
[image: image15.wmf]12
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. Иногда это событие называют также произведением событий 
[image: image16.wmf]1
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 и 
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, которое будет записываться также в виде 
[image: image18.wmf]12
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. 
Пример 1. Два школьника учили маленького мальчика попадать мячом в цель. На прямоугольной стене они нарисовали два круга (рисунок 1). Первый школьник пообещал мальчику конфету, если он попадет в нарисованный им круг 
[image: image19.wmf]1
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, а второй пообещал мальчику пряник в случае попадания в круг 
[image: image20.wmf]2
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. В каком случае произойдут оба эти события одновременно, то есть мальчик получит и конфету, и пряник? 


Нетрудно понять, что мальчик попадет мячом одновременно и в круг 
[image: image21.wmf]1

A

, и в круг 
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 в том и только том случае, когда он попадет в пересечение 
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 этих кругов.  Другими словами, произведением двух указанных событий является событие «одновременно получить и конфету, и пряник».
Пример 2. Двое игроков в спортлото загадали каждый свой набор номеров. В каком случае они оба угадают номер первого вынутого шара? 


Обозначим через 
[image: image24.wmf]1
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 множество номеров, загаданных первым игроком, а через 
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 — загаданных вторым. Чтобы они оба угадали номер первого шар, нужно чтобы этот номер одновременно принадлежал и множеству 
[image: image26.wmf]1
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, и множеству 
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, то есть нужно, чтобы номер шара принадлежал множеству 
[image: image28.wmf]12
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2.2. Сумма событий


В этом пункте мы рассмотрим примеры, в которых происходит по крайней мере одно из событий 
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 и 
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, то есть, когда произойдет событие 
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Вернемся к примеру 1 из пункта 2.1. Мальчик получит или конфету, или пряник только тогда, когда он попадет по крайней мере в один из кругов: или в 
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, или в 
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 (или в оба), то есть когда он попадет в объединение 
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 этих кругов (рисунок 2). 

 В примере 2 из пункта 2.1 по крайней мере один из игроков угадает номер первого вынутого шара только в том случае, когда этот номер или из множества 
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, или из множества 
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 (или из обоих множеств). А это событие может произойти только в том случае, когда номер первого вынутого шара содержится в объединении 
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 двух рассматриваемых событий. 

Иногда объединение событий 
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 и 
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 называют также суммой этих событий и используют обозначение 
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Понятия произведения и суммы событий можно обобщить на случай трех и более событий. 

Пусть 
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 — произвольный набор событий. 
Определение 1.  Событие, состоящее в том, что  произойдет каждое из событий 
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, называется произведением указанных событий и обозначается либо 
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Определение 2.  Событие, состоящее в том, что  произойдет хотя бы одно из событий 
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, называется суммой указанных событий и обозначается либо 
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2.3. Несовместные события


Достаточно часто оказывается, что два события не могут произойти одновременно. Такие события называются несовместными. 
Пример 3. Пусть в примере 1 из пункта 2.1. круги 
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 и 
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 не пересекаются. В этом случае маленький мальчик никогда не сможет после одного броска мяча получить одновременно и конфету, и пряник.
Пример 4. Пусть в примере 2 из пункта 2.2. первый игрок в спортлото загадал номера 1, 3, 5, 7, 9, а второй — 2, 4, 8, 16, 32. В этом случае они не смогут одновременно угадать номер первого вынутого шара.

В общем случае имеет место следующее утверждение.
 Свойство несовместных событий. События 
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 и 
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 не могут произойти одновременно в том и только в том случае, когда 
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2.4. Дополнение события

Для каждого события 
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 обозначим через 
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 событие, состоящее в том, что не произошло событие 
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. 
Пример 5. На прямоугольной стене 
[image: image61.wmf]W

 нарисован круг 
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 (рисунок 3). Пусть событие 
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 означает, что мяч, попавший в стену 
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, попадет в множество 
[image: image65.wmf]A

. В каком случае не произойдет событие 
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Это событие не произойдет в том случае, когда мяч не попадет в множество 
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. Но это означает, что мяч попадет в одну из точек множества 
[image: image68.wmf]W

, не принадлежащих 
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, то есть попадет в одну из точек дополнения к множеству 
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  (на рисунке 5 это множество заштриховано и обозначено 
[image: image71.wmf]A

). 

В общем случае, каково бы ни было подмножество 
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 множества 
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 всех элементарных исходов рассматриваемого случайного эксперимента, условимся через 
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 обозначать множество, состоящее из тех и только тех элементов из 
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, которые не принадлежат множеству 
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. Это множество 
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 мы будем называть дополнением множества 
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. Иногда событие  
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 называют также отрицанием события 
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.

Из определения дополнения получаем следующее свойство. 
Свойство дополнения. Из двух событий 
[image: image81.wmf]A

 и 
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 всегда происходит одно и только одно. 

В частности, из этого свойства вытекает, что 
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2.5. Невозможное событие, достоверное событие


Какой бы эксперимент мы ни изучали, у нас всегда появляются два особых множества — пустое множество 
[image: image85.wmf]%

 и множество всех возможных исходов эксперимента 
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Поскольку множество 
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 не содержит ни одного исхода, то событие 
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 никогда не происходит. По этой причине событие 
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 иногда называют невозможным событием. 


Поскольку множество 
[image: image90.wmf]W

 содержит все возможные исходы, то событие 
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 иногда называют достоверным событием. 


Множество 
[image: image92.wmf]W

 всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента обычно называют пространством возможных или элементарных исходов. Слово пространство, вместо слова множество, в математике употребляется только тогда, когда в рассматриваемой задаче все остальные множества являются подмножествами этого множества, которое мы назвали пространством. В частности, понятие дополнения множества определено только в случае, когда у нас задано "самое большое множество", то есть когда одно из множеств является пространством. 

2.6. Три свойства вероятностей


Выделим следующие основные свойства вероятностей.
Свойство 1. Всегда 
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Свойство 2. Для любого события 
[image: image94.wmf]A

 верно неравенство 
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Свойство 3. Если события 
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 и 
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 несовместны, то 
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Проиллюстрируем идею доказательства этих свойств на примере. 
Пример 6.  Один шар случайным образом вынимается из барабана, в котором находятся шары разных цветов, причем ни один шар не может иметь более одного цвета. Пусть событие 
[image: image100.wmf]A

 состоит в том, что вынутый шар — синий, а событие 
[image: image101.wmf]B

 — что вынутый шар белый. В этом случае 
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 — множество всех шаров, 
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 — множество синих шаров, 
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 — множество белых шаров, 
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 — множество тех шаров, которые либо белые, либо синие. 


По классическому определению вероятности, в рассматриваемом случае вероятность того, что вынутый шар окажется одним из шаров множества 
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, равна 
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где 
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 означает число шаров в множестве 
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В частности 
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, что доказывает свойство 1. А так как число шаров неотрицательно, то справедливо свойство 2. 


Чтобы доказать свойство 3, напомним, что события 
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 и 
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 несовместны тогда и только тогда, когда множества 
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 и 
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 не пересекаются. По условию, шары не могут быть синими и белыми одновременно. Это означает, что множества 
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 и 
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 не пересекаются, а поэтому 
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Следовательно 



[image: image118.wmf]()()()()()

()()()

()()()()

NABNANBNANB

PABPAPB

NNNN

È+

È===+=+.

WWWW


2.7. Закон сложения вероятностей


События 
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 называются попарно несовместными, если любые два из этих событий — несовместны. 
Пример 7. На прямоугольной стене 
[image: image121.wmf]W

 нарисованы три круга 
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, 
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. Попадание мячом в круг 
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 назовем событием 
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 попарно несовместны тогда и только тогда, когда никакие два круга не имеют общих точек. 

Если события 
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 попарно несовместны, то не могут одновременно произойти никакие два из этих событий. Следовательно, при каждом 
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Свойство 3 для вероятности суммы двух несовместных событий обобщается на случай нескольких событий. 
Теорема (Закон сложения вероятностей). Если события 
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Доказательство. Так как при каждом 
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 события 
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Используя полученное равенство последовательно при 
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Таким образом, закон сложения вероятностей доказан при любом 
[image: image155.wmf]n

. 

Учитывая, что объединение нескольких событий называется также и суммой этих событий, полученный Закон сложения вероятностей можно сформулировать следующим образом.

Вероятность суммы нескольких попарно несовместных событий равна сумме вероятностей всех этих событий.


Приведем несколько следствий из свойств 1, 2 и 3. 
Свойство 4. Для любого события 
[image: image156.wmf]A

 верно равенство 
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Доказательство. Так как события 
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 и 
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 несовместны и 
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Отсюда 
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Свойство 5. Если событие 
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 является подмножеством события 
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, то 
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Доказательство. Пусть событие 
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 состоит в том, что событие 
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 произойдет, а событие 
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 — не произойдет. В этом случае события 
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 и 
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 — несовместны и 
[image: image171.wmf]BAC

=È

. Следовательно 
[image: image172.wmf]()()

PBPAC

=È=



[image: image173.wmf]()()()

PAPCPA

=+³

. 

2.8. Доказательство сформулированных свойств вероятностей 


Прежде чем доказывать свойства 1, 2 и 3 вероятностей из пункта 3.1, сформулируем два общих свойства мер, которые встречались в приведенных примерах. 
Свойство неотрицательности мер. Мера каждого множества 
[image: image174.wmf]A

 неотрицательна, то есть 
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Действительно, всегда неотрицательны и длина, и площадь, и объем, и вес, и число элементов в множестве.
Закон сложения мер. Если множества 
[image: image176.wmf]A

 и 
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 не пересекаются, то для любой меры 
[image: image178.wmf]m

 верно равенство 
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Действительно, если 
[image: image180.wmf]()()
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 — число элементов в множестве 
[image: image181.wmf]C

, то 
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Далее, если 
[image: image184.wmf]()()
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 — площадь плоской фигуры 
[image: image185.wmf]C

, то также 
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Аналогично, если 
[image: image188.wmf]()()
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 — объем фигуры в пространстве, то по свойству объема 
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 если 
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Наконец, пусть множества 
[image: image191.wmf]A

,
[image: image192.wmf]B

,
[image: image193.wmf]C

 и 
[image: image194.wmf]W

 либо составлены из отрезков на прямой, либо из дуг на окружности, а 
[image: image195.wmf]()()
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 — это сумма длин отрезков или дуг, из которых составлено множество 
[image: image196.wmf]C

. В этом случае снова 
[image: image197.wmf]()()()
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Докажем теперь свойства 1, 2 и 3. 


Свойство 1 следует из определения вероятности события 
[image: image199.wmf]A

 при
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, так как в этом случае 
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Свойство 2 следует из того, что мера неотрицательна. Поделив обе части неравенства 
[image: image202.wmf]()0
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 на 
[image: image203.wmf]()
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, получаем то, что требуется. 


Нам осталось доказать свойство 3. Пусть события  и  несовместны. Тогда по закону сложения мер получаем: 
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Проверь себя. Операции над событиями 

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
 (Вставить рисунок 4). Три школьника учили маленького мальчика попадать мячом в цель. На прямоугольной стене они нарисовали три круга. Первый школьник пообещал мальчику конфету, если он попадет в нарисованный им круг 
[image: image205.wmf]1

A

,  второй пообещал пряник в случае попадания в круг 
[image: image206.wmf]2

A

, третий пообещал мармеладку в случае попадания в круг 
[image: image207.wmf]3

A

. В каком случае произойдут все три события одновременно, то есть мальчик получит и конфету, и пряник, и мармеладку? 

[image: image208.wmf]·

1. Мальчик попадает в 
[image: image209.wmf]123
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2. Мальчик попадает в 
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3. Мальчик попадает в 
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4. Мальчик попадает в 
[image: image215.wmf]123
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(Правильный вариант: 2)
При случайном выборе точки на отрезке 
[image: image216.wmf]AB

 единичной длины рассматриваются два события:

событие 
[image: image217.wmf]P

 - «Точка 
[image: image218.wmf]C

 расположена ближе к точке 
[image: image219.wmf]A

, чем к точке 
[image: image220.wmf]B

»;

событие 
[image: image221.wmf]Q

 - «Модуль разности длин отрезков 
[image: image222.wmf]AC

 и  
[image: image223.wmf]BC

 больше 
[image: image224.wmf]1

2

».

При проведении эксперимента получилось, что 
[image: image225.wmf]2
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. Какое из указанных событий в этом случае произошло? 
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4. 
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(Правильный вариант: 4)
При бросании двух одинаковых кубиков, на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6 включительно, рассматриваются два события:

событие 
[image: image234.wmf]A

 - «Сумма двух выпавших чисел четна»;

событие 
[image: image235.wmf]B

 - «Оба выпавшие числа четные».

Какое из указанных событий равно сумме событий 
[image: image236.wmf]A

  и 
[image: image237.wmf]B

?
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1.
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2. 
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3. 
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4. 
[image: image245.wmf]B


(Правильный вариант: 1)
При забеге на ипподроме для трех из участвующих в нем лошадей  
[image: image246.wmf]A

,  
[image: image247.wmf]B

, 
[image: image248.wmf]C

  рассматриваются следующие возможные события:

событие 
[image: image249.wmf]1

P

 - «Лошадь 
[image: image250.wmf]A

 выиграет у 
[image: image251.wmf]B

»;

событие 
[image: image252.wmf]2

P

 - «Лошадь 
[image: image253.wmf]A

 выиграет забег»;

событие 
[image: image254.wmf]3

P

 - «Лошадь 
[image: image255.wmf]C

 выиграет забег»; 

событие 
[image: image256.wmf]4

P

 - «Лошадь 
[image: image257.wmf]B

 выиграет у  
[image: image258.wmf]C

»;

событие 
[image: image259.wmf]5

P

 - «Лошадь 
[image: image260.wmf]C

 выиграет у 
[image: image261.wmf]A

».

Какое наибольшее число из этих событий может произойти одновременно?


[image: image262.wmf]·

1. 2
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2. 3

[image: image264.wmf]·

3. 4

[image: image265.wmf]·

4. 5
(Правильный вариант: 2)
Пусть эксперимент состоит в случайном выборе однозначного натурального числа. Рассмотрим два события:

событие 
[image: image266.wmf]A

 - «Число делится на 3»;

событие 
[image: image267.wmf]B

 - «Число делится на 2».

Какое из указанных множеств чисел составляет событие 
[image: image268.wmf]AB
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(Правильный вариант: 4)
Проверь себя. Операции над событиями 

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа

.

Пример 1. Из карточной колоды вытаскивается одна карта. Рассмотрим следующие события:


[image: image277.wmf]1

A

  —« Вынутая карта — пиковой масти»; 


[image: image278.wmf]1

B

  — «Вынутая карта — туз»; 


[image: image279.wmf]2

A

  — «Вынутая карта — бубновой масти»; 


[image: image280.wmf]2

B

  — «Вынутая карта — король».  
Какие два из следующих событий могут произойти одновременно?
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1. 
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2. 
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3. 
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4. 
[image: image288.wmf]12
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(Правильные варианты: 1, 3)
 (Вставить рисунок 5). Предположим, что круги 
[image: image289.wmf]1

A

, 
[image: image290.wmf]2

A

, 
[image: image291.wmf]3

A

 расположены так, как указано на рисунке. Рассмотрим три события 
[image: image292.wmf]1

B

, 
[image: image293.wmf]2

B

, 
[image: image294.wmf]3

B

, состоящие в попадании мячом в круг 
[image: image295.wmf]1

A

, в круг 
[image: image296.wmf]2

A

 и в круг 
[image: image297.wmf]3

A

 соответственно. Какие два  из указанных  событий несовместны? 
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2. 
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4. 
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(Правильные варианты: 2, 3)
Пусть  
[image: image306.wmf]1

A

, 
[image: image307.wmf]2

A

 - два события, относящиеся к одному эксперименту. В каких из указанных  случаев два события являются дополнением друг друга? 
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4. 
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(Правильные варианты: 2, 4)

Проверь себя. Операции над событиями 

Задание 3. Укажите правильный вариант ответа.
Предположим, что при извлечении из барабана одного шара вероятность вынуть белый шар равна 1/3, а вероятность вынуть синий шар есть 1/6. Какова вероятность вынуть либо белый, либо синий шар? 
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4. 
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(Правильный вариант: 3)

Предположим, что при извлечении из барабана одного шара вероятность вынуть белый шар равна 1/4, а вероятность вынуть синий шар есть 2/3. Какова вероятность вынуть не белый и не синий шар? 
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4. 
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(Правильный вариант: 1)

Предположим, что при извлечении из барабана одного шара вероятность появления шара белого цвета равна 
[image: image332.wmf]1

3

, красного цвета 
[image: image333.wmf]1

6

 и синего цвета 
[image: image334.wmf]1

4

. Какова при этом вероятность появления шара, цвет которого отличен от белого, красного и синего цвета? 
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(Правильный вариант: 3)
В магазине продаются  электролампы, поступившие с двух заводов. Известно, что при покупке электролампа может оказаться бракованной, причем с вероятностью 
[image: image343.wmf]1

100

 она сделана на первом заводе, и с  вероятностью 
[image: image344.wmf]3

100

 она сделана на втором заводе. Какова вероятность, что при покупке одной электролампы эта лампочка будет нормальной?
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4. 
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(Правильный вариант: 4)
Проверь себя. Операции над событиями 

Задание 4. Укажите все правильные варианты ответа

.

Какие два из указанных событий несовместны, независимо от выбора событий 
[image: image353.wmf]A

 и  
[image: image354.wmf]B

? 
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(Правильные варианты: 1, 3, 4)

Известно, что события 
[image: image363.wmf]AB

Ç

 и 
[image: image364.wmf]CD

Ç

 несовместны. Какие из двух указанных событий могут оказаться совместными при некоторых событиях 
[image: image365.wmf]A

, 
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, 
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, 
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? 
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(Правильные варианты: 1, 2, 3, 4)

Пусть события 
[image: image377.wmf]A

, 
[image: image378.wmf]B

, 
[image: image379.wmf]C

, 
[image: image380.wmf]D

 возможны и попарно  несовместны. Какие из двух указанных событий также несовместны? 
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4. 
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(Правильные варианты: 1, 2)

Пусть события 
[image: image389.wmf]A

, 
[image: image390.wmf]B

 возможны. Какие из указанных событий являются  невозможными? 
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(Правильные варианты:  2,  4)

Домашнее задание

1. В выборах участвовали два кандидата: Иванов и Петров. Опрос общественного мнения, проведенный перед выборами, дал следующие результаты: 
	Событие
	За Иванова
	За Петрова
	Против всех
	Не буду  голосовать

	Вероятность
	0,30
	0,40
	0,05
	0,25  


Какова вероятность того, что случайно выбранный участник опроса явится на выборы? 

2. По результатам многолетних наблюдений в одном городе составлена следующая таблица вероятностей выпадения осадков первого октября: 

	Событие
	Снег с дождем
	Снег без дождя 
	Дождь без снега
	Без  осадков

	Вероятность
	0,15
	0,05
	0,3
	0,5  


Какова вероятность, что в этом городе первого октября текущего года выпадет снег?
3.  В урне лежат 10 шаров, из которых 5 белых, 3 черных и 3 красных. Наудачу извлекается один шар. Какова вероятность, что он окажется белым или черным? 

4. Какова вероятность того, что при бросании игральной кости в виде кубика с занумерованными гранями от 1 до 6 выпадет число очков: а) делящееся на 3; б) равное 5 или четное; в) равное 5 или нечетное? 

5. В школьном вечере участвовали 200 учеников из физико-математической школы, 250 из гимназии и 100 из педагогического училища. Какова вероятность того, что ученик, с которым вы случайно заговорили, учится в ФМШ или в гимназии? 

6. На межшкольных соревнованиях по бегу участвуют 200 школьников, причем их спортивная квалификация одинакова. От некоторой школы в соревнованиях участвуют 10 человек. Какова вероятность того, что первое место займет ученик этой школы? 

7. Телефонная линия, соединяющая пункты 
[image: image399.wmf]A

 и 
[image: image400.wmf]B

, порвалась в неизвестном месте. Какова вероятность того, что она порвалась не далее, чем в 500 м от пункта 
[image: image401.wmf]A

, если расстояние между пунктами 
[image: image402.wmf]A

 и 
[image: image403.wmf]B

 равно 2 км? 

8. В урне лежат 3 белых и 5 черных шаров. Не глядя в урну, вынимают сразу 2 шара. Какова вероятность того, что оба вынутые шара окажутся: а) черными, б) белыми, в) разных цветов?  

Словарь терминов


Произведение событий. 
Пусть 
[image: image404.wmf]1

A

,...,
[image: image405.wmf]n

A

 — произвольный набор событий. Событие, состоящее в том, что  произойдет каждое из событий 
[image: image406.wmf]1

A

,...,
[image: image407.wmf]n

A

, называется произведением указанных событий и обозначается либо 
[image: image408.wmf]1
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,  либо 
[image: image410.wmf]123
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Сумма событий. 
Пусть 
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 — произвольный набор событий. 
Событие, состоящее в том, что  произойдет каждое из событий 
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, называется произведением указанных событий и обозначается либо 
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Дополнение события. 
Пусть 
[image: image418.wmf]A

 - событие, то есть подмножество  множества 
[image: image419.wmf]W

 всех элементарных исходов рассматриваемого случайного эксперимента. Тогда дополнением события 
[image: image420.wmf]A

 называется дополнение  
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 к множеству 
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, то есть множество, состоящее из тех и только тех элементов из 
[image: image423.wmf]W

, которые не принадлежат множеству 
[image: image424.wmf]A
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Несовместные события. 
Два события, которые не могут произойти одновременно,  называются несовместными. 

Невозможное событие. 
Пустое множество 
[image: image425.wmf]%

 не содержит ни одного исхода, поэтому событие 
[image: image426.wmf]%

 никогда не происходит, и это событие иногда называют невозможным событием. 


Достоверное событие. Множество 
[image: image427.wmf]W

 содержит все возможные исходы, поэтому событие 
[image: image428.wmf]W

 происходит всегда, и это событие иногда называют достоверным событием. 


Закон сложения вероятностей. Законом сложения вероятностей называется следующее свойство.


Если события 
[image: image429.wmf]1

A

,
[image: image430.wmf]2

A

,
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 попарно несовместны, то 
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Рисунки (названия файлов)

Рисунок 1.  – из рисунка 1 параграфа 2
Рисунок 2.  - из рисунка 3  параграфа 2
Рисунок 3.  - из рисунка 5  параграфа 2
Рисунок 4.  - из рисунка 2  параграфа 2
Рисунок 5.  - из рисунка 4  параграфа 2
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