Класс 11. Модуль 6. Производная

В этом модуле будет повторно рассмотрено определение касательных к произвольным кривым, и на основе нового важного понятия - производной - будут обобщены правила вычисления углового коэффициента касательной и получены правила нахождения мгновенной скорости при прямолинейном движении. Затем будут установлены правила, с помощью которых можно вычислять производные от многих функций и находить уравнения касательных ко многим кривым.

Урок 1. Производная, ее геометрический и физический смысл

План урока

1. Повторение определения касательной

2. Определение мгновенной скорости

3. Определение производной

4. Пример несуществования производной

5. Различные формы записи производной

Цели урока

Повторение определения касательной

Напомним, что касательная, проведенная к графику функции f(x) в данной на нем точке А, является предельным положением секущей AU, когда точка U стремится по кривой графика к точке А (рис. 1) . Обозначим абсциссу точки А буквой а, а абсциссу точку U буквой и. Тогда координаты точек A и U можно записать соответственно (a; f(a)) и (u; f(u)). Уравнение секущей AU имеет вид 
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, где переменные x и y определяют координаты точек прямой AU. Угловой коэффициент прямой AU равен коэффициенту 
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при переменной х. Когда касательная в точке А существует, то ее угловой коэффициент есть 
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, где α — угол наклона касательной к оси х.
Разность и - а называют приращением аргумента. Разность f(u) - f(a) называют соответствующим приращением функции.

Вопрос. В каком случае равно нулю приращение функции, соответствующее любому приращению аргумента?
Определение мгновенной скорости
При движении по прямолинейному участку пути положение движущегося тела можно определять, задавая расстояние от фиксированной точки с учетом направления. В результате закон движения записывается в виде зависимости расстояния S(t) от времени t. Для каждого значения to времени можно рассмотреть приращение Δt времени и вычислить соответствующее приращение расстояния:
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Отношение
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называют средней скоростью движения за промежуток времени между t0 и t0 + Δt. При Δt 
[image: image6.wmf]®

 0 рассматривают предел средних скоростей. Если этот предел существует, то его называют мгновенной скоростью или скоростью движения в момент времени t0.
Таким образом, если мгновенную скорость обозначить v(t0), то по определению
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Вопрос. Какую мгновенную скорость будет иметь тело через 5 секунд после начала движения, если закон прямолинейного движения тела задается формулой S(t) = 100 - 5t, где время t измеряется в секундах, а расстояние S в метрах?

Определение производной

При построении касательной для функции f(x) рассматривалось отношение 
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 и предел такого отношения при 
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. При нахождении мгновенной скорости для функции S(t) рассматривалось отношение 
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и предел такого отношения при Δt 
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 0. В первом случае предел равен угловому коэффициенту касательной к графику функции, во втором случае - мгновенной скорости движения. Аналогичный предел рассматривают в общем случае и называют производной.
Производной функции f(x) в точке а называется предел
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, если этот предел существует.
Для обозначения производной функции f(x) в точке а в основном используется обозначение 
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Заметим, что при и → а приращение аргумента и — а стремится к нулю. Это позволяет записать определение производной в следующей форме.
Производной функции f{x) в точке а называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю.
Пример 1. Вычислить производную функции f(x) = 2х + 1 в точке 3.
Решение. Возьмем и ≠ 3. Тогда и—3 — есть приращение аргумента, a f(u) - f(3) = (2u+1) - (2∙3+1) = 2(и—3) - соответствующее приращение функции. Поэтому
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Вопрос.    Чему равно значение производной функции 
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 в точке a = 4?
Пример несуществования производной
Производная существует не всегда. Например, функция 
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 не имеет производной в точке 0.
Действительно, возьмем и ≠ 0. Тогда и — 0 = и есть приращение аргумента, 

f(u) — f(0) = f(x) = |u| — |0| = |u| есть соответствующее приращение функции. Поэтому
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Такое отношение равно 1 при и > 0 и равно —1 при u < 0, то есть
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Так как получившаяся функция h(u) не имеет предела при и → 0, то и функция 
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 не имеет производной в точке 0.

Отсутствие касательной в приведенном примере можно объяснить наличием угловой точки или, как еще говорят, излома на графике функции 
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 в точке x = 0. Отметим однако, что наличие в некоторой точке излома у графика функции f(x) еще не означает, что у нее нет в этой точке касательной. Пример: функция 
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 в точке x = 0. В этом случае угол наклона касательной равен 90(.

Вопрос. Имеет ли функция f(x) = x2 — 2|х| производную в точке a =-1?

Различные формы записи производной
Обозначение приращения аргумента в точке а через Δх и соответствующего приращения функции у = f(x) через Δу позволяет записать определение производной в виде
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В соответствии с такой формой записи производная функции f(x) в точке a иногда обозначается
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(читается: дэ эф по дэ икс при х, равном а).
Вопрос.    Пусть f(x) = (х + 1)2. Чему равно 
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1

(

dx

df

?

Проверь себя. Производная.

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Сколько общих точек могут иметь кривая (отличная от прямой) и касательная к ней?

1. 1

2. 2

3. конечное число

4. бесконечное число

Ответы: 1; 2; 3; 4

Геометрический смысл производной функции f(x) это -

1. Тангенс угла наклона к оси абсцисс касательной к графику функции f(x)

2. Синус угла наклона к оси абсцисс касательной к графику функции f(x)

3. Котангенс угла наклона к оси ординат касательной к графику функции f(x)
4. Угловой коэффициент касательной к графику функции f(x)
Ответы: 1; 4

Физический смысл производной функции f(x) это -

1. Мгновенная скорость тела, перемещающегося с ускорением f(t)
2. Мгновенное ускорение тела, перемещающегося со скоростью f(t)
3. Мгновенная скорость тела, перемещающегося со скоростью f(t)

4. Мгновенная скорость тела, закону движения которого соответствует функции f(t)

Ответы 2; 4

Производная функции f(x) существует при всех x, если 

1. 
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Ответы: 1; 4.

Выбрать правильные утверждения

1. Наличие производной функции в точке гарантирует, что в этой точке имеется касательная к графику функции

2. Наличие касательной к графику функции в точке гарантирует, что в этой точке имеется конечная производная функции 

3. Наличие «излома» графика функции влечет за собой отсутствие в этой точке касательной к графику

4. При любом законе движения тела у него можно определить мгновенную скорость

Ответы: 1

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Угловой коэффициент касательной к графику функции у = х2 при х = 1 равен
1. –2

2. –1

3. 1

4. 2

Ответ: 4

В какой точке касательная к графику функции у = х2 параллельна прямой у = 4х-1?

1. –2

2. 0

3. 1

4. 2

Ответ: 4

В какой точке приращение функции у = х2 положительно при любом приращении аргумента (х?
1. –3

2. 0

3. 1

4. 2

Ответ: 2

Точка движется прямолинейно по закону S(t) = 2t2 — t + 1, где S(t) — расстояние в сантиметрах, t — время в секундах. В какой момент времени t скорость будет равна 3 см/с?
1. 1

2. 2

3. 3

4. 4

Ответ: 1

Производная функции 
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 в точке 1 равна

1. –2

2. –1

3. 1

4. 2

Ответ: 1.

Задания из материалов Вузовских олимпиад (НГУ, 1981 год)
Касательная к графику функции 
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 пересекает ось абсцисс в точке А, ось ординат - в точке В, причем А(В. Известно, что длина отрезка ВО в три раза больше отрезка АО, где точка О - начало координат. Определить площадь треугольника АОВ.
Миниисследование

Как известно, из каждой точки, лежащей вне окружности, к ней можно провести две касательнык. Выяснить, существует ли такая замкнутая плоская фигура, что из любой точки, лежащей вне этой фигуры, к ней можно было бы провести три или более касательных. Какого максимального количества касательных можно достичь?

Подсказка: Ромашка.

Домашнее задание

1. Вычислите производную функции f(x) в указанной точке х:
a) f(x) = x3 - х2,    х = 0;     б)   f{x) = 
[image: image32.wmf]x

1

,     x = 2;
в) f{x) = xn,     х = а, если п ( N.
2.
Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функции f(x) в указанной точке А:
a) f(x) = х4, A(1; 1); б) f(x) = 
[image: image33.wmf]x
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, A(2; 2).
3.
Под какими углами график функции f(x) пересекает ось абсцисс:


a) 
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4.    Найдите уравнение касательной к графику функции f(x) в точке с указанной абсциссой а: 

а) у = х2, а=-1;

б) у =
[image: image37.wmf]x
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, а = 1; 

в) y = 
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, а = 1; 

г) у = 
[image: image39.wmf]x

1

, а = 4.

5. Покажите, что если S(x) есть площадь круга радиуса х, то 
[image: image40.wmf])
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равняется длине окружности радиуса х.
6. Пусть V(x) есть объем шара радиуса х. Покажите, что производная V(x) равна площади поверхности этого шара.
7. Пусть температура тела T(t) в зависимости от времени t убывает по закону T(t) = 
[image: image41.wmf]1
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. Вычислите скорость охлаждения тела 
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8. Пусть m(t) = t3 + 3t — количество вещества, образовавшегося при химической реакции за промежуток времени t. Вычислите скорость химической реакции 
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9. Зная закон движения точки по прямой S(t) = t — sin t, найдите скорость этой точки в каждый момент времени.

Рисунки (названия файлов)

Рисунок 1 –
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