
Класс 11. Модуль 6. Производная

Урок 3. Производная сложной функции

1. Правило для вычисления производной сложной функции

2. Доказательство формулы для производной сложной функции для случая монотонных функций
3. Вычисление производных обратных функций 

4. Логарифмическая производная и ее применение

Правило для вычисления производной сложной функции
Имея две функции f(z) и g(х), можно образовать сложную функцию h(x) = f(g(x)). При этом важно заметить, что при вычислении значения h(х) при х = x0  сначала вычисляется значение функции g(х) в точке x0, а затем значение функции f(z) вычисляется уже в точке z0 = g(х0). Соответственно правило вычисления производной сложной функции f(g(x)) в точке а использует значение производной функции g(х) в точке а и значение производной функции f(z) в точке b = g(a).
Сформулируем правило вычисления производной сложной функции.
Пусть функция g(x) имеет производную в точке а, функция f(z) имеет производную в точке b = g(a). Тогда функция h(x) = f(g(x)) имеет производную в точке а и 
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Пример 1.    Вычислить производную функции

[image: image2.wmf])

3

3

sin(

p

-

x

 при х = а.

Решение. 
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Пример 2.    Вычислить производную функции 
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Решение,  
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Вопрос.    По какому правилу можно вычислить производную функции 
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 в точке а, используя производные функций f(t), g(z), φ(x)?

Доказательство формулы для производной сложной функции для случая монотонных функций

В том случае, когда функция g(х) строго монотонна, правило вычисления производной сложной функции можно доказать следующим образом.

Пусть 
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В общем случае доказательство правила вычисления производной сложной функции непростое, и мы его не приводим.

Вопрос. Как в приведенном доказательстве использовалось свойство монотонности функции g(х)?
Иногда правило вычисления производной сложной функции записывают в следующем виде:

[image: image26.wmf])

(

))

(

(

)

)

(

(

(

x

g

x

g

f

x

g

f

z

¢

×

¢

=

¢

.

При этом предполагается, что значение производной функции f(g(x)) вычисляется в точке х; производная функции f(z) вычисляется по переменной z, а затем вместо z подставляется g(х), производная функции g(х) вычисляется в точке х.
Пример  3. 
[image: image27.wmf]x

x

x

x

x

x

x

z

x

z

ctg

sin

cos

cos

sin

1

)

(sin

)

(sin

)

(ln

)

)

(ln(sin

=

=

×

=

¢

×

¢

=

¢


Пример 4. 
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Вопрос.    Как из равенства 
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Используя правило дифференцирования сложной функции, можно вычислить производные обратных тригонометрических функций.

Пример 5. Так как 
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Логарифмическая производная и ее применение

С помощью правил, изложенных в уроках 2 и 3 настоящей темы можно найти производные практически всех элементарных функций. Не вполне ясно пока, как найти производную функции типа 
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, где f(x) > 0. Для отыскания производной такой функции можно использовать так называемую логарифмическую производную, или, иначе говоря, производную от логарифма функции.

Действительно, вычислим производную от функции 
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Подставляя теперь 
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Пример 6. 
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Тесты. Проверь себя. Выбери правильные ответы.

Сколько имеется точек, в которых производная функции 
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Ответы: 2

Выбрать уравнение касательной к графику функции ln2 x в точке с абсциссой 1.

1. 
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Ответы: 4
Производной какой функции является функция 
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Ответ: 2.
Указать правильную формулу производной функции 
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Ответы: 3.
Тесты. Проверь себя. Выбери все правильные ответы.

Пусть 
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2. 
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Ответы: 2, 4.

Пусть 
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Ответы: 1, 4.

Пусть 
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Ответы: 2, 4.

Пусть 
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2. 
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Ответы: 1, 3.

Миниисследование

Что можно сказать о дифференцируемости функции 
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 в данной точке x = a, если 

а) функция f(x) имеет производную в точке b=g(a), а функция g(x) не имеет производной в точке x = a;

б) функция f(x) не имеет производной в точке b=g(a), а функция g(x) имеет производную в точке x = a;

в) функция f(x) не имеет производной в точке b=g(a) и функция g(x) не имеет производной в точке x = a?

Указание: Рассмотреть при а = 0 примеры

а) 
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Домашнее задание

1. Найти производную функции:
а) 1n 5x;
б) ln2 x;
в) sin 3x;
г) tg(x2 - 1);
д)
[image: image80.wmf]3
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е) esin x;
ж) arccos 2x;   
з) 
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и) tg2 х;
к) tg х + ctg2 x.
2. Изобразить графики функций ln x, ln 2x, ln 3x и показать, что они пересекают прямую х = 1 под углом 45°.
3. Найти производную функции 
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4. Предполагая существование производной и пользуясь правилом вычисления производной сложной функции, найти производную функции: 

а) у = ln x; б) у = агссоs x; в) у = arctg x.
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