Класс 10. Модуль 07. Геометрические фигуры на плоскости и в пространстве. Элементы топологии.
Урок 1. Граница и внутренность множества
План урока

· Внутренние и граничные точки шара. Определение шаровой окрестности точки.
· Определение внутренней, внешней и граничной точек для множества в пространстве.

· Пример множеств со сложной границей.

· Круговая окрестность точки на плоскости. Граница плоской фигуры.

· Окрестность точки на прямой. Внутренние и граничные точки интервала.

· Проверь себя. Граница и внутренность множества.

· Домашнее задание

Цели урока

Определить внутренние, внешние и граничные точки множеств в пространстве, на плоскости и на прямой.

Внутренние и граничные точки шара.

Шар, в отличии от сферы, имеет как внутренние, так и граничные точки, свойства которых существенно различны. 

Каждая внутренняя точка 
[image: image1.wmf]M

 входит в заданный шар вместе с некоторым шаром, центр которого находится в точке 
[image: image2.wmf]M

. Множество всех внутренних точек шара называют внутренностью этого шара. Чтобы наглядно представить внутренность шара, нужно вообразить себе шар, с которого удалена его поверхность, то есть сфера. 

Для каждой граничной точки 
[image: image3.wmf]N

 шара любой шар с центром 
[image: image4.wmf]N

 содержит как точки, принадлежащие заданному шару, так и точки, не принадлежащие ему. Множество всех граничных точек шара называют его границей. Граница шара радиуса 
[image: image5.wmf]R

 с центром 
[image: image6.wmf]O

 — это ограничивающая его сфера радиуса 
[image: image7.wmf]R

 с центром 
[image: image8.wmf]O

. 
Для каждой точки 
[image: image9.wmf]K

, не принадлежащей шару, можно указать некоторый шар с центром 
[image: image10.wmf]K

, все точки которого не принадлежат заданному шару (рисунок 1). Поэтому точку 
[image: image11.wmf]K

 называют внешней точкой для данного шара. Множество всех внешних точек для данного шара иногда называют внешностью этого шара. Внешность шара совпадает с множеством точек, не принадлежащих шару. 

Внутренность шара радиуса 
[image: image12.wmf]r

 с центром 
[image: image13.wmf]O

 называют шаровой окрестностью точки 
[image: image14.wmf]O

. 
Иногда для краткости шаровую окрестность точки 
[image: image15.wmf]O

 будем называть просто окрестностью точки 
[image: image16.wmf]O

 и обозначать 
[image: image17.wmf]()
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, где 
[image: image18.wmf]r

 – радиус шаровой окрестности. 

В прямоугольной системе координат окрестность точки 
[image: image19.wmf]()
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 радиуса 
[image: image20.wmf]r

 можно задать в виде неравенства: 
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Определение внутренней, внешней и граничной точек для множества в пространстве.
Рассмотрим некоторое множество Ф точек пространства. 

Определение 1. Точка 
[image: image22.wmf]M

 называется внутренней точкой множества T, если существует шаровая окрестность точки 
[image: image23.wmf]M

, все точки которой принадлежат Ф. 

Заметим, что если 
[image: image24.wmf]M

 — внутренняя точка множества Ф, то 
[image: image25.wmf]M

 принадлежит Ф. Действительно, в этом случае некоторая окрестность точки 
[image: image26.wmf]M

 содержится в Ф, а точка 
[image: image27.wmf]M

 является одной из точек своей окрестности. 

Определение 2. Точка 
[image: image28.wmf]N

 называется внешней точкой для множества Ф, если существует шаровая окрестность точки 
[image: image29.wmf]M

, все точки которой не принадлежат Ф. 

Заметим, что если 
[image: image30.wmf]M

 — внешняя точка для множества Ф, то 
[image: image31.wmf]M

 не принадлежит Ф. 

Определение 3. Точка 
[image: image32.wmf]K

 называется граничной точкой множества Ф, если каждая шаровая окрестность точки 
[image: image33.wmf]K

 содержит как точки принадлежащие множеству Ф, так и точки, не принадлежащие Ф. 

Обратите внимание, что граничная точка множества Ф может принадлежать Ф, а может и не принадлежать этому множеству. 

Вопрос Пусть Ф — внутренность шара радиуса 
[image: image34.wmf]R

 с центром 
[image: image35.wmf]O

. Что представляют из себя граничные точки множества Ф? 

(Ответ: точки сферы ограничивающие заданный шар)
Для произвольного множества Ф пространства определим его внутренность и границу. 

Определение 4. Множество 
[image: image36.wmf]I

, состоящее из всех внутренних точек множества Ф, называется внутренностью множества Ф. 

Например, внутренность шара радиуса 
[image: image37.wmf]R

 с центром 
[image: image38.wmf]O

 есть множество всех точек 
[image: image39.wmf]M

, для которых 
[image: image40.wmf]OMR
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Определение 5. Множество 
[image: image41.wmf]Q

, состоящее из всех граничных точек множества Ф, называется границей множества Ф. 

Например, границей шара радиуса 
[image: image42.wmf]R

 с центром 
[image: image43.wmf]O

 является сфера радиуса 
[image: image44.wmf]R

 с центром 
[image: image45.wmf]O

. 

Вопрос Пусть Ф — отрезок, рассматриваемый в пространстве. Что представляет из себя внутренность и граница множества Ф? 

(Ответ. Внутренность отрезка пустое множество, так как никакой шар не может быть подмножеством отрезка. Каждая точка отрезка является граничной. Остальные точки пространства внешние)

Пример множеств со сложной границей.
В математике понятие множества является достаточно общим и охватывает такие объекты, которые иногда очень трудно вообразить. Поэтому и свойства некоторых множеств могут быть весьма необычными. Например, в пространстве можно указать множество, которое не имеет внутренних точек, не имеет внешних точек, а каждая точка пространства является его граничной точкой. Такой пример нетрудно привести с помощью координат. 

Пусть Ф — множество всех точек с координатами 
[image: image46.wmf]()
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, у которых все координаты рациональны. Докажем, что Ф не имеет внешних точек. Рассмотрим, например, точку 
[image: image47.wmf](122)
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 и произвольное 
[image: image48.wmf]0
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. Покажем, что всякая окрестность точки 
[image: image49.wmf]M

 радиуса 
[image: image50.wmf]r

 содержит точки с рациональными координатами, то есть точки множества Ф. Например, если шаровая окрестность имеет радиус 
[image: image51.wmf]6
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, то достаточно указать такие рациональные числа 
[image: image52.wmf]u

, 
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, 
[image: image54.wmf]s

, что 
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Этому неравенству удовлетворяют числа 
[image: image56.wmf]1
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, 
[image: image58.wmf]v

 — десятичное приближение числа 
[image: image59.wmf]2

 с точностью до 
[image: image60.wmf]7
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Аналогично доказывается, что множество Ф не имеет внутренних точек.
Круговая окрестность точки на плоскости. Граница плоской фигуры.

Для множества точек плоскости аналогично определяют понятия внутренних, внешних и граничных точек. 

Пусть 
[image: image61.wmf]F

 — некоторая точка плоскости, и 
[image: image62.wmf]0
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. 
Круговой окрестностью точки 
[image: image63.wmf]F

 называется множество всех точек 
[image: image64.wmf]M

 плоскости, таких что 
[image: image65.wmf]FMr
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Таким образом, на плоскости круговой окрестностью точки 
[image: image66.wmf]F

 является круг, рассматриваемый без его границы. Иногда для краткости круговую окрестность точки 
[image: image67.wmf]F

 на данной плоскости будем называть просто окрестностью точки 
[image: image68.wmf]F

. 

Пусть теперь Ф — некоторое множество точек плоскости. 

Точка 
[image: image69.wmf]M

 называется внутренней точкой множества Ф, если существует круговая окрестность точки 
[image: image70.wmf]M

, все точки которой принадлежат Ф. 

Точка 
[image: image71.wmf]N

 называется внешней точкой множества Ф, если существует круговая окрестность точки 
[image: image72.wmf]N

, все точки которой не принадлежат Ф. 

Точка 
[image: image73.wmf]K

 называется граничной точкой множества Ф, если каждая круговая окрестность точки 
[image: image74.wmf]K

 содержит как точки, принадлежащие Ф, так и точки, не принадлежащие Ф. 

Множество всех внутренних точек множества Ф называется внутренностью множества Ф; множество всех граничных точек множества Ф называется границей множества Ф. 
Пример 1. Рассмотрим полукруг радиуса 
[image: image75.wmf]R

 с центром 
[image: image76.wmf]O

 без его диаметра (рисунок 2). Покажем, что границей этой фигуры является объединение дуги и отрезка, ограничивающих полукруг. 

Пусть точка 
[image: image77.wmf]M

 лежит на дуге и 
[image: image78.wmf]()
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 — произвольная окрестность радиуса 
[image: image79.wmf]r

 точки 
[image: image80.wmf]M

, где 
[image: image81.wmf]rR
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. Построим на луче 
[image: image82.wmf]OM

 точки 
[image: image83.wmf]P

 и 
[image: image84.wmf]Q

 так, что 
[image: image85.wmf]2
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 (рисунок 3). Тогда точки 
[image: image87.wmf]P

 и 
[image: image88.wmf]Q

 лежат в окрестности 
[image: image89.wmf]()
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. Однако, точка 
[image: image90.wmf]P

 не принадлежит рассматриваемому полукругу, а точка 
[image: image91.wmf]Q

 — принадлежит. В результате получаем, что каждая окрестность точки 
[image: image92.wmf]M

 содержит как точки из рассматриваемого множества, так и точки, не принадлежащие ему. Поэтому 
[image: image93.wmf]M

 — граничная точка. 

Пусть точка 
[image: image94.wmf]N

 лежит на диаметре 
[image: image95.wmf]AB

. Например, пусть точка 
[image: image96.wmf]N

 совпадает с точкой 
[image: image97.wmf]A

. Рассмотрим произвольную окрестность 
[image: image98.wmf]()
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 точки 
[image: image99.wmf]A

 радиуса 
[image: image100.wmf]r

. В полуплоскости с границей 
[image: image101.wmf]AB

, содержащей дугу полукруга, построим точку 
[image: image102.wmf]P

 так, что 
[image: image103.wmf]2
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 (рисунок 4). Тогда точки 
[image: image105.wmf]A

 и 
[image: image106.wmf]P

 лежат в окрестности 
[image: image107.wmf]()
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, однако, точка 
[image: image108.wmf]P

 принадлежит рассматриваемому полукругу, а точка 
[image: image109.wmf]A

 — не принадлежит. 
Вопрос Что представляет из себя внутренность множества, рассматриваемого в примере? 

(Ответ: множество точек полукруга, за исключением ограничивающей дуги и ограничивающего диаметра)
Окрестность точки на прямой. Внутренние и граничные точки интервала.

Для множества точек прямой понятия внутренних, внешних и граничных точек определяют аналогично тому, как это делалось в пространстве и на плоскости. 

Пусть 
[image: image110.wmf]A

 — некоторая точка прямой и 
[image: image111.wmf]0
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Тогда 
[image: image112.wmf]e

-окрестностью точки 
[image: image113.wmf]A

 называется множество всех точек 
[image: image114.wmf]M

 прямой, таких что 
[image: image115.wmf]AM
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. 
Для краткости 
[image: image116.wmf]e

- окрестность точки 
[image: image117.wmf]A

 будем называть просто окрестностью точки 
[image: image118.wmf]A

. 

Напомним, что на числовой прямой 
[image: image119.wmf]e

-окрестность числа 
[image: image120.wmf]a

 определяется с помощью чисел и представляет из себя интервал с центром в точке 
[image: image121.wmf]a

 длиной 
[image: image122.wmf]2
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. Ясно, что для точки 
[image: image123.wmf]A

 плоского множества (круговую) окрестность 
[image: image124.wmf]()
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 радиуса 
[image: image125.wmf]e

 можно называть (круговой) 
[image: image126.wmf]e

-окрестностью точки 
[image: image127.wmf]A

. Аналогично, если 
[image: image128.wmf]A

 –точка множества, лежащего в пространстве, то (шаровую) окрестность 
[image: image129.wmf]()
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 можно называть (шаровой) 
[image: image130.wmf]e

-окрестностью точки 
[image: image131.wmf]A
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Пусть теперь Ф — некоторое множество точек прямой. 

Точка 
[image: image132.wmf]M

 называется внутренней точкой множества Ф, если существует окрестность точки 
[image: image133.wmf]M

, все точки которой принадлежат Ф. 

Точка 
[image: image134.wmf]N

 называется внешней точкой множества Ф, если существует окрестность точки 
[image: image135.wmf]N

, все точки которой не принадлежат Ф. 

Точка 
[image: image136.wmf]K

 называется граничной точкой множества Ф, если каждая окрестность точки 
[image: image137.wmf]K

 содержит как точки, принадлежащие Ф, так и точки, не принадлежащие Ф. 

Пример 2. Рассмотрим на числовой прямой интервал 
[image: image138.wmf]()
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. Докажем, что каждая точка интервала является его внутренней точкой, а граница интервала состоит из двух точек 
[image: image139.wmf]a

 и 
[image: image140.wmf]b
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I. Пусть 
[image: image141.wmf]()
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[image: image144.wmf]e

, равное наименьшему из чисел 
[image: image145.wmf]ca
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, и возьмем 
[image: image147.wmf]x

 из окрестности 
[image: image148.wmf]()
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 точки 
[image: image149.wmf]c

. Тогда 
[image: image150.wmf]()
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, то есть 
[image: image151.wmf]xa
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. Аналогично, 
[image: image152.wmf]()
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, то есть 
[image: image153.wmf]xb
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. Тем самым найдена окрестность точки 
[image: image154.wmf]c

, целиком лежащая в интервале 
[image: image155.wmf]()
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 (рисунок 5). 

II. Пусть 
[image: image156.wmf]ca
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. Тогда для произвольного 
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 окрестность 
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 или 
[image: image159.wmf]()
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 содержит как точки, принадлежащие интервалу 
[image: image160.wmf]()
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, так и точки, не принадлежащие ему (рисунок 6). Аналогично доказывается, что 
[image: image161.wmf]cb
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 также является граничной точкой интервала 
[image: image162.wmf]()
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III. Пусть 
[image: image163.wmf]ca
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. Возьмем 
[image: image164.wmf]a
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EMBED Equation.DSMT4[image: image165.wmf]0
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 и рассмотрим 
[image: image166.wmf]x

 из окрестности 
[image: image167.wmf]()
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 точки 
[image: image168.wmf]c

. Тогда 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image170.wmf]()
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, то есть 
[image: image171.wmf]xa
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. Следовательно, найдена окрестность точки 
[image: image172.wmf]c

, все точки которой не принадлежат интервалу 
[image: image173.wmf]()
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. Таким образом, если 
[image: image174.wmf]ca
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, то точка 
[image: image175.wmf]c

 является внешней для интервала 
[image: image176.wmf]()
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 (рисунок 7). Аналогично доказывается, что если 
[image: image177.wmf]cb
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, то точка 
[image: image178.wmf]c

 — также внешняя для интервала 
[image: image179.wmf]()
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Обратите внимание, что понятие границы множества зависит от того, в каком пространстве оно рассматривается. Например, на плоскости все точки отрезка являются граничными, а на прямой у отрезка всего две граничных точки.

Вопрос Пусть последовательность с общим членом 
[image: image180.wmf]n

a

 сходится к числу 
[image: image181.wmf]a

. Как доказать, что 
[image: image182.wmf]a

 является одной из граничных точек множества всех членов этой последовательности? 

(Подсказка: По определению предела внутри интервала 
[image: image183.wmf](
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 при любом ( обязательно существуют точки последовательности. Внутри интервала 
[image: image184.wmf](
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 находится бесконечное количество элементов последовательности, следовательно, в промежутке 
[image: image185.wmf](
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 их может быть только конечное количество. Но любой интервал содержит бесконечное количество точек, поэтому внутри интервала 
[image: image186.wmf](
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, а значит и интервала 
[image: image187.wmf](
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 обязательно существует точка, не принадлежащая последовательности)

Мини исследование. На числовой прямой рассматривается множество Ф, состоящее из всех конечных десятичных дробей, принадлежащих отрезку [0;1]. Установить какие точки являются внутренними, внешними и граничными для множества Ф.
Подсказка: показать, что отрезок [0;1] не содержит внутренних точек множества Ф.
Проверь себя. Граница и внутренность множества.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

В пространстве точка M является внутренней для множества A и для множества B. Для каких из указанных множеств точка M также является внутренней?

1. 
[image: image188.wmf]AB

U

.

2. 
[image: image189.wmf]AB

I

.

3. 
[image: image190.wmf]AB

U

.

4. 
[image: image191.wmf]AB

I

.

Ответ: 1, 2, 3.
На плоскости рассматриваются два плоских треугольника ABC и ABD, расположенных так, что точки C и D лежат в разных полуплоскостях относительно прямой AB. Какие из указанных точек являются граничными для объединения этих треугольников?

1. Середина отрезка AC.
2. Середина отрезка AD.
3. Середина отрезка AB.
4. Середина отрезка CD.
Ответ: 1, 2.
На числовой прямой рассматриваются отрезки [2;4] и [3;5]. Какие из указанных точек являются граничными для их объединения?

1. 2.

2. 3.

3. 4.

4. 5.

Ответ: 1, 4.

На числовой прямой рассматривается множество 
[image: image192.wmf]0;25;10
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. Какие из указанных точек являются внешними для множества A?
1. 1.

2. 2.

3. 3.

4. 4.

Ответ: 2, 4.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

В трехмерной прямоугольной системе координат множество задано неравенством 
[image: image193.wmf]222
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. Точка с координатами (1, 1, 2) является
1. внутренней;

2. граничной;

3. внешней.

Ответ: 1.

В трехмерной прямоугольной системе координат множество задано неравенством 
[image: image194.wmf]222
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. Точка с координатами (1, 0, 1) является

1. внутренней;

2. граничной;

3. внешней.

Ответ: 3.

Какое из утверждений справедливо для множества, состоящего из точек с целочисленными координатами 
1. Множество не имеет внутренних точек.

2. Множество не имеет внешних точек.

3. Множество не имеет граничных точек.

Ответ: 1.
Домашнее задание.
1. В пространстве рассматривается отрезок 
[image: image195.wmf]E

. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image196.wmf]E

 пуста; 
б) граница множества 
[image: image197.wmf]E

 совпадает с 
[image: image198.wmf]E

. 
Укажите множество внешних точек для 
[image: image199.wmf]E

. 
2. В пространстве рассматривается плоскость 
[image: image200.wmf]P

. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image201.wmf]P

 пуста; 
б) граница множества 
[image: image202.wmf]P

 совпадает с 
[image: image203.wmf]P

. 
Укажите множество внешних точек для 
[image: image204.wmf]P

. 
3. В пространстве рассматривается полупространство 
[image: image205.wmf]F

 с границей 
[image: image206.wmf]a

, содержащее свою границу. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image207.wmf]F

 есть множество 
[image: image208.wmf]F\

a

; 
б) граница множества 
[image: image209.wmf]F

 совпадает с 
[image: image210.wmf]a

. 
Укажите множество внешних точек для 
[image: image211.wmf]F

. 
4. Пусть 
[image: image212.wmf]U

 — множество всех точек пространства. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image213.wmf]U

 совпадает с 
[image: image214.wmf]U

; 
б) граница множества 
[image: image215.wmf]U

 пуста; 
в) внешность множества 
[image: image216.wmf]U

 пуста. 
5. Рассмотрим в координатном пространстве куб Ф, состоящий из точек 
[image: image217.wmf]()
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 таких, что 
[image: image218.wmf]01
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[image: image219.wmf]01
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[image: image220.wmf]01
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. Докажите, что: 
а) для точки 
[image: image221.wmf](
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 найдется окрестность, целиком содержащаяся в Ф; 
б) для точки 
[image: image222.wmf](

)

5

11

632

L

;-;

 найдется окрестность, ни одна из точек которой не принадлежит Ф; 
в) для точки 
[image: image223.wmf](
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 каждая ее окрестность содержит точки, как принадлежащие множеству Ф, так и не принадлежащие ему. 
Укажите: 
г) внутренность множества Ф; 
д) границу множества Ф; 
е) внешность множества Ф. 
6. На плоскости 
[image: image224.wmf]a

 рассматривается прямая 
[image: image225.wmf]l

. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image226.wmf]l

 пуста; 
б) граница множества 
[image: image227.wmf]l

 совпадает с 
[image: image228.wmf]l

. 
Укажите множество внешних точек для 
[image: image229.wmf]l

. 
7. На плоскости 
[image: image230.wmf]a

 рассматривается множество 
[image: image231.wmf]U

 всех точек этой плоскости. Докажите, что: 
а) внутренность множества 
[image: image232.wmf]U

 совпадает с 
[image: image233.wmf]U

; 
б) граница множества 
[image: image234.wmf]U

 пуста; 
в) внешность множества 
[image: image235.wmf]U

 пуста. 
8. Как на плоскости определить квадрат, чтобы граница его внутренности совпадала с границей квадрата? 
9. На числовой прямой рассматривается множество Ф, равное объединению всех отрезков вида 
[image: image236.wmf]11
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, где 
[image: image237.wmf]nN
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. Найдите границу множества Ф. 

Словарь терминов

Окрестность точки. 

Окрестностью точки 
[image: image238.wmf]O

 в пространстве называется внутренность шара радиуса 
[image: image239.wmf]r

 с центром 
[image: image240.wmf]O

.
Окрестностью точки 
[image: image241.wmf]O

 на плоскости называется внутренность шара круга 
[image: image242.wmf]r

 с центром 
[image: image243.wmf]O

.
Окрестностью точки 
[image: image244.wmf]A

 на прямой называется множество всех точек 
[image: image245.wmf]M

 прямой, таких что 
[image: image246.wmf]AM

e
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.
Внутренняя точка фигуры. Точка 
[image: image247.wmf]M

 называется внутренней точкой множества Ф, если существует окрестность точки 
[image: image248.wmf]M

, все точки которой принадлежат Ф. 
Внешняя точка фигуры. Точка 
[image: image249.wmf]N

 называется внешней точкой множества Ф, если существует окрестность точки 
[image: image250.wmf]N

, все точки которой не принадлежат Ф. 

Граничная точка фигуры. Точка 
[image: image251.wmf]K

 называется граничной точкой множества Ф, если каждая окрестность точки 
[image: image252.wmf]K

 содержит как точки, принадлежащие Ф, так и точки, не принадлежащие Ф. 
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