Урок 2. Пространственные тела и замкнутые плоские области
План урока

· Понятие ограниченного, связного и замкнутого множеств.
· Определение тела.

· Поверхность тела.
· Замкнутые области на плоскости.
· Проверь себя. Пространственные тела и замкнутые плоские области.

· Домашнее задание

Цели урока

Ознакомится с понятием ограниченности, замкнутости и линейной связности на плоскости и в пространстве. В этом уроке мы определим множества точек пространства, которые называют телами, и множества точек плоскости, которые называют замкнутыми областями.

Понятие ограниченного, связного и замкнутого множеств.
Пространственные тела выделяются рядом свойств, которые мы перечислим, прежде чем приводить соответствующее определение тела. 

Будем говорить, что множество ограничено, если найдется шар, который целиком содержит данное множество. 

Свойство 1. Тело есть ограниченное множество. 
Если множество не содержится ни в каком шаре, то оно не является телом. Например, двугранный угол (рисунок 1), определяемый как фигура, образованная двумя полуплоскостями с общей границей, не является телом, так как он не содержится ни в каком шаре. 

Вопрос Как доказать, что если расстояние между любыми двумя точками множества Ф пространства не превосходит фиксированного числа, то такое множество ограничено? 

(Подсказка: рассмотреть шар с центром в произвольной точке множества Ф и радиусом равным этому фиксированному числу)
Свойство 2. Тело имеет непустую внутренность. 

Это свойство означает, что тело имеет хотя бы одну внутреннюю точку. 

Множества с пустой внутренностью не являются телами. Например, отрезок в пространстве не является телом. 

Вопрос Как доказать, что каждое тело имеет бесконечное множество внутренних точек? 

(Подсказка: если некоторый шар принадлежит множеству, то любая его внутренняя точка будет внутренней точкой множества, а у шара бесконечно много внутренних точек)
Свойство 3. Тело имеет связную внутренность. 

Это свойство означает, что любые две точки внутренности тела можно соединить ломаной, состоящей из внутренних точек тела. 

Связная внутренность множества точек пространства состоит как бы из одной части, а не связная — как бы из нескольких частей, иногда даже из бесконечного их числа. Например, объединение двух касающихся внешним образом шаров не является телом. Внутренность такого множества представляет из себя объединение внутренностей шаров. Докажем, что такое множество не является связным. Обозначим внутренность одного шара через 
[image: image1.wmf]U

, второго шара — через 
[image: image2.wmf]V

. Рассмотрим плоскость 
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 касающуюся обеих шаров. Тогда множество 
[image: image4.wmf]U

 не имеет общих точек с плоскостью 
[image: image5.wmf]a

, так как единственная общая точка касания шара с плоскостью лежит на границе шара и не является его внутренней точкой. Множество 
[image: image6.wmf]V

 также не имеет общих точек с плоскостью 
[image: image7.wmf]a

. Возьмем теперь точку 
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 из 
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 и точку 
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 из 
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. Рассмотрим любую ломаную, соединяющую точки 
[image: image12.wmf]P

 и 
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. Так как точки 
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 и 
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 лежат по разные стороны от плоскости 
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, то ломаная пересекает плоскость 
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 в некоторой точке 
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. Точка 
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 не принадлежит 
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 и не принадлежит 
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, а поэтому не является внутренней точкой объединения данных шаров. Таким образом, точки 
[image: image22.wmf]P

 и 
[image: image23.wmf]Q

 нельзя соединить ломаной, состоящей из внутренних точек (рисунок 2). 

Мини исследование. Два шара не касаются и имеют некоторую общую точку. Показать, что внутренность их объединения связна. 

Предлагается следующая схема исследования.

1. Показать, что их пересечение имеет внутреннюю точку М.

2. Показать, что для любой внутренней точки А объединения шаров отрезок АМ состоит из внутренних точек объединения.
Тогда для любых внутренних точек A и B ломанная AMB будет искомой.
Будем говорить, что множество является замкнутым, если оно содержит все свои граничные точки.

Свойство 4. Тело есть замкнутое множество. 

Незамкнутые множества пространства не являются телами. Например, шаровая окрестность, то есть шар, у которого удалена ограничивающая его сфера, не является телом. 

Вопрос Пусть Ф — замкнутое множество точек пространства и 
[image: image24.wmf]M

 — точка, не принадлежащая Ф. Как доказать, что 
[image: image25.wmf]M

 — внешняя точка множества Ф? 

(Ответ: точка 
[image: image26.wmf]M

 очевидно не является внутренней и граничной, следовательно она внешняя)
Определение тела.

Последнее условие, которому должно удовлетворять пространственное тело, формулируется следующим образом. 

Свойство 5. Граница тела совпадает с границей его внутренности. 

Такое условие ставится для того, чтобы граница тела была естественным образом связана с его внутренностью. Например, границей внутренности куба является ограничивающая его поверхность, состоящая из шести квадратов. Однако, нетрудно привести пример ограниченного замкнутого множества, которое не является кубом, а его внутренность совпадает с внутренностью куба. Таким примером может служить объединение куба и нескольких выходящих из его вершин отрезков (рисунок 3). 

Сформулируем теперь определение тела. 

Определение. Телом называется непустое ограниченное замкнутое множество точек пространства со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности. 

Из известных пространственных фигур телами являются пирамиды, призмы, шары. Цилиндры и конусы также определяют таким образом, чтобы они были пространственными телами. 

Пример 1 Рассмотрим в координатном пространстве множество всех точек с координатами 
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Доказать, что такое множество является телом.

Доказательство. 
1. Множество лежит внутри шара с центром O с координатами (0;0;0) радиуса 2, следовательно оно ограничено.
2. Пусть A и B произвольные точки внутренности. Рассмотрим плоскость, проходящую через точки A, B и O. В сечении получится кольцо с центром O. Но любые точки кольца можно соединить ломанной, все точки которой лежат внутри кольца. Значит наше множество имеет связную внутренность.
3. Границей множества являются точки сфер с центром O радиуса 1 и 2, которые принадлежат множеству, следовательно оно замкнуто.

4. Внутренними точками множества являются точки заключенные между указанными сферами, эти сферы составляют границу внутренности, следовательно граница внутренности совпадает с границей множества.

По определению, множество является телом.
Поверхность тела.

Границу тела называют поверхностью этого тела. 

Поверхность тела разделяет его внутренние и его внешние точки. Это означает, что если соединить ломаной внутреннюю точку тела с его внешней точкой, то такая ломаная обязательно пересечет поверхность тела. Докажем это. 

Пусть ломаная соединяет внутреннюю точку тела с внешней. Если какая-то из вершин ломаной является граничной точкой, то утверждение доказано. В остальных случаях найдется звено ломаной, один конец которого есть внутренняя точка тела, а другой — внешняя точка. Обозначим через 
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 то звено ломаной, у которого 
[image: image30.wmf]1
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 — внутренняя точка тела, а 
[image: image31.wmf]1
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 — внешняя точка. Затем рассмотрим следующий процесс. 
1 шаг. Разделим отрезок 
[image: image32.wmf]11
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 точкой 
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 пополам (рисунок 4). Если 
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 — граничная точка тела, то процесс заканчиваем; если точка 
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 внутренняя, то обозначим 
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 через 
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, 
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 через 
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 и переходим ко второму шагу; если точка 
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 — внешняя, то обозначим 
[image: image41.wmf]1

A

 через 
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, 
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 через 
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 и также переходим ко второму шагу. 

2 шаг. Разделим отрезок 
[image: image45.wmf]22
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 точкой 
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 пополам (рисунок 5). Если 
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C

 — граничная точка тела, то процесс заканчиваем; если точка 
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 — внутренняя, то обо значим 
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 через 
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, 
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 через 
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 и переходим к третьему шагу; если точка 
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 — внешняя, то обозначим 
[image: image54.wmf]2

A

 через 
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, 
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 через 
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 и также переходим к третьему шагу. 

И так продолжаем шаг за шагом (рисунок 6). 

Если процесс заканчивается через конечное число шагов, то граничная точка тела получается как одна из точек деления. 

Если процесс не заканчивается через конечное число шагов, то по индукции определяется последовательность вложенных друг в друга отрезков 
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, длины которых стремятся к нулю при 
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. По аксиоме Кантора найдется точка 
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, общая для всех отрезков 
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. Точка 
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 будет граничной точкой тела, лежащей на отрезке 
[image: image63.wmf]AB

. 

Вопрос Как доказать, что 
[image: image64.wmf]F

 — граничная точка тела? 

(Ответ: каждая шаровая окрестность точки F содержит некоторый отрезок
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, у которого точка 
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 — внутренняя точка и 
[image: image67.wmf]n
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 — внешняя точка.)
Замкнутые области на плоскости.

Аналогично тому, как это делается в пространстве, на плоскости также можно определить ограниченность, замкнутость множеств и связность внутренности множества. По аналогии с пространственным телом введем понятие замкнутой области. 

Определение Замкнутой областью называется непустое ограниченное замкнутое множество точек плоскости со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности. 

Из известных плоских фигур замкнутыми областями являются, например, треугольник, рассматриваемый со своими внутренними точками, круг, множество всех точек 
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 координатной плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству 
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Иногда для краткости замкнутую плоскую область называют просто областью. 

Вопрос Будет ли замкнутой областью фигура, состоящая из трех точек и трех попарно соединяющих их отрезков? 

(Ответ: нет так как оно имеет пустую внутренность и, соответственно, пустую границу внутренности)

Аналогично тому, как это делается в пространстве и на плоскости, на прямой также можно определить ограниченность множества, связность внутренности множества, замкнутость множества. 

Проверь себя. Пространственные тела и замкнутые плоские области.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Какие из указанных множеств на плоскости не являются ограниченными?

1. Множество всех точек плоскости, равноудаленных от двух заданных точек.

2. Множество всех точек биссектрисы заданного угла.

3. Множество всех точек высоты заданного треугольника.

4. Множество всех точек биссектрисы заданного треугольника.

Ответ: 1, 2.

Какие из указанных множеств пространства не имеют внутренних точек?

1. Множество всех точек удаленных от заданной точки на расстояние 2.

2. Объединение всех сфер радиуса 1 с центрами на заданной сфере радиуса 3.

3. Множество всех точек удаленных от заданной плоскости на расстояние 2.
4. Множество всех точек, расстояние от которых до какой-либо из точек заданной плоскости равно 2.

Ответ: 2, 4.

Какие из указанных множеств на числовой прямой не являются замкнутыми?

1. 
[image: image70.wmf]([1;2][4;6])(0;3)

UI

.

2. 
[image: image71.wmf]([2;4][7;9])(3;8)

UI

.

3. 
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Ответ: 2, 4.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Какая из фигур не является телом?
1. Объединение точек принадлежащих сферам радиуса 1 с центрами на окружности радиуса 3.

2. Объединение точек принадлежащих сферам радиуса 1 с центрами на окружности радиуса 1.

3. Объединение точек принадлежащих сферам радиуса 1 с центрами на заданной прямой.

4. Объединение точек принадлежащих сферам радиуса 1 с центрами на заданном отрезке.

Ответ: 3.

Пусть задан куб с ребром длины 2. Какая из фигур не является телом?

1. Объединение единичных шаров с центрами во всех точках ребер куба.

2. Объединение единичных шаров с центрами во всех точках граней куба.

3. Объединение единичных шаров с центрами во всех вершинах куба.

4. Объединение единичных шаров с центрами во всех точках пересечения диагоналей куба.

Ответ: 3.

Пусть множества A и B задаются в пространстве уравнениями 
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 соответственно. Какое из множеств является телом?
1. 
[image: image76.wmf]AB

I

.
2. 
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3. 
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Ответ: 1.

Домашнее задание.

1. Пусть известно, что расстояние между любыми двумя точками множества Ф пространства не превосходит фиксированного числа 
[image: image80.wmf]d

. Докажите, что существует шар радиуса 
[image: image81.wmf]d

, содержащий множество Ф. 
2. Докажите, что множество Ф пространства ограничено в том, и только том случае, когда расстояния между любыми двумя точками множества Ф не превосходят фиксированного числа. 
3. Пусть Ф — ограниченное множество в пространстве. Докажите, что найдется куб, содержащий множество Ф. 
4. Пусть известно, что множество 
[image: image82.wmf]U

 в пространстве содержит некоторый луч. Докажите, что в таком случае множество 
[image: image83.wmf]U

 не является ограниченным. 
5. На плоскости фигура Ф содержит точки 
[image: image84.wmf]A

 и 
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, причем известно, что 
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, а расстояние между любыми двумя точками фигуры Ф не превосходит единицы. Докажите, что фигуру Ф можно заключить в круг радиуса 
[image: image87.wmf]3
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6. В пространстве фигура Ф содержит точки 
[image: image88.wmf]A

 и 
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, причем известно, что 
[image: image90.wmf]1
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, а расстояние между любыми двумя точками фигуры Ф не превосходит единицы. Докажите, что фигуру Ф можно заключить в шар радиуса 
[image: image91.wmf]3
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. 
7. В пространстве рассматривается пересечение двух шаров радиуса 
[image: image92.wmf]R

, расстояние между центрами которых равно 
[image: image93.wmf]R

. Опишите, какой вид имеет: а) внутренность пересечения; б) граница пересечения. Объясните, почему такое пересечение является пространственным телом. 
8. На высоте правильного тетраэдра, как на диаметре, строится шар и рассматривается пересечение тетраэдра с этим шаром. Опишите, какой вид имеет: а) внутренность пересечения; б) граница пересечения. Объясните, почему такое пересечение является пространственным телом. 
9. Рассматривается пересечение двух цилиндрических труб одинакового сечения, оси которых пересекаются и взаимно перпендикулярны. Опишите, какой вид имеет: а) внутренность пересечения; б) граница пересечения. Объясните, почему такое пересечение является пространственным телом. 
10. Рассматривается пересечение двух кубов, один из которых задан, а другой получается его поворотом на 
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 вокруг оси, проходящей через середины двух несоседних параллельных ребер. Опишите, какой вид имеет граница пересечения этих кубов. 

Словарь терминов

Ограниченное множество. Множество называется ограниченным, если найдется шар, который целиком содержит данное множество.
Замкнутое множество. Множество называется замкнутым, если оно содержит все свои граничные точки.
Множество со связной внутренностью. Множество имеет связную внутренность если любые две внутренние точки можно соединить ломаной, состоящей из внутренних точек множества.
Тело. Телом называется непустое ограниченное замкнутое множество точек пространства со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности.
Замкнутая область. Замкнутой областью называется непустое ограниченное замкнутое множество точек плоскости со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности.
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