Урок 3. Выпуклые тела
План урока

· Определение выпуклой фигуры на плоскости.
· Определение и свойства выпуклой фигуры в пространстве.
· Пересечение замкнутых фигур.
· Определение выпуклого тела.
· Признак выпуклого тела.
· Задание полупространства линейным неравенством.
· Теорема отделимости.
· Задание некоторых выпуклых тел пересечением полупространств.
· Опорная плоскость.
· Проверь себя. Выпуклые тела.

· Домашнее задание

Цели урока

Определятся понятие выпуклого тела и рассматриваются основные свойства выпуклых тел. Рассматривается признак выпуклых тел и, без доказательства, приводится формулировка теоремы отделимости.
Определение выпуклой фигуры на плоскости.
Напомним, что на плоскости фигура 
[image: image1.wmf]F

 называется выпуклой, если для любых двух точек 
[image: image2.wmf]A

 и 
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 фигуры 
[image: image4.wmf]F

 все точки отрезка 
[image: image5.wmf]AB

 принадлежат 
[image: image6.wmf]F

. Например, на рисунке 1 изображена выпуклая замкнутая область. Примером невыпуклой фигуры может служить фигура, изображенная на рисунке 2. 

На плоскости частным случаем выпуклых фигур являются такие выпуклые фигуры, все точки которых лежат на одной прямой. В отличие от плоскости, на прямой можно перечислить все возможные виды выпуклых фигур. 

Утверждение 1. На прямой выпуклая фигура есть либо точка, либо отрезок, либо интервал, либо полуинтервал, либо луч с его началом или без начала, либо вся прямая. 

Доказательство. Если фигура состоит из одной точки, то доказывать нечего. 

Пусть 
[image: image7.wmf]A

 и 
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 — две различные точки выпуклой фигуры. 

1. Предположим, что все точки и луча 
[image: image9.wmf]AB

, и луча 
[image: image10.wmf]BA

 принадлежат фигуре. Тогда, очевидно, фигура совпадет со всей прямой. 

2. Пусть на каждом из лучей найдется точка, не принадлежащая фигуре, например, на луче 
[image: image11.wmf]AB

 найдется точка 
[image: image12.wmf]C

. Середина 
[image: image13.wmf]D

 отрезка 
[image: image14.wmf]BC

 либо принадлежит фигуре, либо не принадлежит фигуре. В первом случае через 
[image: image15.wmf]11
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 обозначим отрезок 
[image: image16.wmf]DC

, во втором случае через 
[image: image17.wmf]11
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 обозначим отрезок 
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; и в том, и в другом случае 
[image: image19.wmf]1
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 принадлежит фигуре, 
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 не принадлежит фигуре. Далее разобьем пополам точкой 
[image: image21.wmf]1

D

 отрезок 
[image: image22.wmf]11
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, и, в зависимости от того, принадлежит ли середина отрезка 
[image: image23.wmf]11
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 фигуре или нет, обозначим через 
[image: image24.wmf]22
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 ту половину отрезка, для которой точка 
[image: image25.wmf]2
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 принадлежит фигуре, а точка 
[image: image26.wmf]2
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 не принадлежит фигуре, и так далее. 

В результате получим последовательность вложенных друг в друга отрезков 
[image: image27.wmf]BC

, 
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, 
[image: image29.wmf]22

BC

, …, 
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, …, длины которых стремятся к 0 при 
[image: image31.wmf]n
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. По аксиоме Кантора найдется точка 
[image: image32.wmf]N

, общая для всех отрезков. Всякая точка луча 
[image: image33.wmf]AB

, лежащая между 
[image: image34.wmf]A

 и 
[image: image35.wmf]N

, принадлежит фигуре; всякая точка луча, лежащая на продолжении отрезка 
[image: image36.wmf]AN

, не принадлежит фигуре. Сама точка 
[image: image37.wmf]N

 может как принадлежать фигуре, так и не принадлежать ей. 

Аналогично, на луче 
[image: image38.wmf]BA

 найдется такая точка 
[image: image39.wmf]M

, что всякая точка этого луча, лежащая между 
[image: image40.wmf]M

 и 
[image: image41.wmf]B

, принадлежит фигуре; всякая точка луча, лежащая на продолжении отрезка 
[image: image42.wmf]BM

, не принадлежит фигуре. Сама точка 
[image: image43.wmf]M

 может как принадлежать фигуре, так и не принадлежать ей. 

В этом случае фигура совпадет либо с отрезком 
[image: image44.wmf]MN

, либо с полуинтервалом 
[image: image45.wmf]MN

, либо с интервалом 
[image: image46.wmf]MN

. (рисунок 3) 

3. Если на одном из лучей 
[image: image47.wmf]AB

 или 
[image: image48.wmf]BA

 все точки принадлежат фигуре, а на другом нет, то фигура совпадет либо с лучом 
[image: image49.wmf]MA

 (рисунок 4), либо с лучом 
[image: image50.wmf]NB

 (рисунок 5), причем начало луча может ему как принадлежать, так и не принадлежать. 

Утверждение доказано. 

Вопрос Пусть известно, что выпуклое множество 
[image: image51.wmf]F

 на плоскости содержит две пересекающиеся прямые. Как доказать, что тогда 
[image: image52.wmf]F

 — это вся плоскость? 

(Подсказка: для любой точки плоскости существует прямая проходящая через нее не параллельно двум скрещивающимся прямым.

Решение: Пусть 
[image: image53.wmf]F

 содержит скрещивающиеся прямые a и b, пересекающиеся в точке O. Рассмотрим угол, образованный лучами наших прямых с вершинной в точке O, и произвольную точку M внутри угла. Существует прямая проходящая через точку M не параллельно прямым a и b, и пересекающая стороны угла в точках A и B соответственно. Точки A и B принадлежат 
[image: image54.wmf]F

 и, следовательно, отрезок AB, а значит и точка M, принадлежат 
[image: image55.wmf]F

.)
Определение и свойства выпуклой фигуры в пространстве.

Определение выпуклой фигуры в пространстве аналогично определению выпуклой фигуры на плоскости. 

Определение Фигура Ф пространства называется выпуклой, если для любых двух точек 
[image: image56.wmf]A

 и 
[image: image57.wmf]B

 фигуры Ф все точки отрезка 
[image: image58.wmf]AB

 принадлежат Ф. 

Примерами выпуклых фигур в пространстве являются треугольная пирамида, шар, двугранный угол, если его рассматривать как пересечение двух полупространств (рисунок 6). 
Выпуклые фигуры обладают следующим свойством. 
Свойство Непустое пересечение нескольких выпуклых фигур есть выпуклая фигура. 

На рисунке 7 это свойство проиллюстрировано для выпуклых фигур плоскости. 

Доказательство Докажем это свойство для двух фигур Ф1 и Ф2. Пусть точки A и B принадлежат 
[image: image59.wmf]12
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, тогда точки A и B принадлежат Ф1. Так как Ф1 выпукла, то отрезок AB принадлежит Ф1. Аналогично отрезок AB принадлежит Ф2. Но тогда 
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AB

ÎFF

I

.
Вопрос Как доказать, что параллелепипед — выпуклая фигура? 

(Ответ: параллелепипед можно считать пересечением шести полупространств)

Пересечение замкнутых фигур.

Замкнутые фигуры в пространстве обладают следующим свойством. 

Свойство Непустое пересечение нескольких замкнутых фигур пространства есть замкнутая фигура. 

Доказательство. Пусть 
[image: image61.wmf]G

 — пересечение замкнутых фигур 
[image: image62.wmf]1
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. Предположим, что некоторая граничная точка 
[image: image65.wmf]A

 множества 
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 не принадлежит 
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. Тогда точка 
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 не принадлежит какому-то из множеств 
[image: image69.wmf]123
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. Пусть для определенности точка 
[image: image70.wmf]A

 не принадлежит множеству 
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. Рассмотрим произвольную шаровую окрестность 
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 точки 
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. По определению граничной точки окрестность 
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 содержит некоторую точку 
[image: image75.wmf]B

 из множества 
[image: image76.wmf]G

. Но тогда точка 
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 принадлежит всем фигурам 
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. В частности, точка 
[image: image79.wmf]B

 принадлежит фигуре 
[image: image80.wmf]1
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. 

В результате получаем, что точка 
[image: image81.wmf]A

 не принадлежит фигуре 
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F

, а каждая окрестность точки 
[image: image83.wmf]A

 содержит точку из 
[image: image84.wmf]1
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. Поэтому точка 
[image: image85.wmf]A

 – граничная точка множества 
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, и должна принадлежать фигуре 
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, так как по условию фигура 
[image: image88.wmf]1
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 содержит все свои граничные точки. 

Таким образом, предположение о том, что пересечение 
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 замкнутых фигур 
[image: image90.wmf]123
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 не содержит все свои граничные точки, приводит к противоречию. Следовательно, 
[image: image91.wmf]G

 — замкнутая фигура. 

Мини исследование. Доказать, что рассматриваемая в пространстве плоская замкнутая фигура будет замкнутой и в пространстве. 

Предлагается следующая схема исследования.

1. Показать, что если точка М не лежит в плоскости фигуры, то она не может быть граничной. В этом случае точка находится на фиксированном расстоянии от плоскости.
2. Показать, что если точка М лежит в плоскости фигуры и является граничной, то она является граничной и в плоскости. Действительно, если шаровая окрестность точки М содержит точку нашей фигура, то она обязательно содержится в плоскости. Поэтому круговая окрестность точки М того же радиуса в плоскости также содержит точку нашей фигуры.
Определение выпуклого тела.

Определение Тело в пространстве называют выпуклым, если оно представляет из себя выпуклую фигуру, то есть для любых двух точек 
[image: image92.wmf]A

 и 
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 тела все точки отрезка 
[image: image94.wmf]AB

 принадлежат этому телу. 

Из известных пространственных тел выпуклыми являются, например, параллелепипед, шар, прямой круговой конус со своими внутренними точками. На рисунке 8 изображены некоторые невыпуклые тела. 

Вопрос В каком случае объединение двух шаров будет выпуклым телом? 

(Ответ: если один шар находится внутри другого)
Выпуклые тела обладают следующим свойством. 

Свойство Каждая прямая, имеющая с выпуклым телом хотя бы одну точку, пересекает его либо в одной точке, либо по отрезку. 

Доказательство. Пересечение прямой с телом ограничено, так тело ограничено. 

Пересечение прямой с телом замкнуто, так как и прямая, и тело замкнуты. 

Пересечение прямой с телом выпукло, так как прямая — выпуклое множество, а тело выпукло по условию. 

Следовательно, при пересечении прямой с телом образуется ограниченное, замкнутое и выпуклое множество на прямой. Из утверждения 1 следует, что таким множеством может быть либо точка, либо отрезок. Тем самым свойство доказано. 

На рисунке 9 проиллюстрировано, что указанное свойство для невыпуклых тел не выполняется. 

Иногда доказанное свойство формулируют кратко. 

Непустое пересечение выпуклого тела с прямой есть отрезок. 

При этом предполагается, что отрезок может обращаться в точку. 

Вопрос Как доказать, что любой луч с началом во внутренней точке выпуклого тела пересекает это тело по отрезку? 

(Ответ. Пусть луч имеет своим началом точку A. По доказанному свойству прямая, частью которой является луч, пересекает тело по отрезку BC. Точка А лежит внутри отрезка и луч, в зависимости от направления, пересекается с отрезком BC по отрезку AC или AB.)
Признак выпуклого тела.
Справедливо следующее утверждение, которое обратно к утверждению, доказанному в предыдущем пункте, и является одним из признаков выпуклости тела. 

Признак 1. Если каждая прямая, имеющая с телом хотя бы одну общую точку, пересекает его либо в одной точке, либо по отрезку, то такое тело выпукло. 

Доказательство. Пусть 
[image: image95.wmf]A

 и 
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 — две произвольные точки тела Ф, удовлетворяющего условиям признака. Тогда прямая 
[image: image97.wmf]AB

 пересекает Ф по некоторому отрезку 
[image: image98.wmf]CD

. Так как точки 
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 и 
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 принадлежат отрезку 
[image: image101.wmf]CD

, то и все точки отрезка 
[image: image102.wmf]AB

 принадлежат отрезку 
[image: image103.wmf]CD

, а поэтому принадлежат и телу Ф. 

Задание полупространства линейным неравенством.

В координатном пространстве каждая плоскость 
[image: image104.wmf]a

 задается линейным уравнением 
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где 
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, 
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, 
[image: image108.wmf]c

, 
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 — числа, причем 
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. Докажем, что полупространство с границей 
[image: image111.wmf]a

 задается одним из неравенств: 
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Для доказательства обозначим через 
[image: image116.wmf]U

 множество всех точек с координатами 
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, для которых 
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и через 
[image: image119.wmf]V

 — множество всех точек, для которых 
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Далее докажем, что отрезок, соединяющий точки одного из этих множеств, не пересекает плоскость 
[image: image121.wmf]a

, а отрезок, соединяющий точки разных множеств, — пересекает плоскость 
[image: image122.wmf]a

. 

Доказательство. Обозначим через 
[image: image123.wmf]O

 начало системы координат. 

1 случай. Пусть точки 
[image: image124.wmf]111

()

Amnk

;;

 и 
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 принадлежат множеству 
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, то есть 
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Для каждой точки 
[image: image129.wmf]M

 отрезка 
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 имеем 
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где 
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Отсюда 



[image: image135.wmf]212121

((1))((1))((1))

ammbnnckk

llllll

+-++-++-+




[image: image136.wmf]222111
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так как числа 
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 и 
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 положительны по условию, а числа 
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, 
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 неотрицательны, причем хотя бы одно из них отлично от нуля. Таким образом, если 
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, то любая точка отрезка 
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 также принадлежит 
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. 

2 случай. Пусть точка 
[image: image145.wmf]A

 принадлежит множеству 
[image: image146.wmf]V

, точка 
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 принадлежит плоскости 
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. Этот случай разбирается аналогично первому случаю. 

3 случай. Пусть 
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В этом случае уравнение 
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относительно 
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 имеет корень 
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причем 
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. Но тогда точка 
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принадлежит отрезку 
[image: image158.wmf]AB

 и лежит в плоскости 
[image: image159.wmf]a

. 

Теорема отделимости.
Одним из самых важных свойств выпуклых тел является следующее свойство. 

Если точка 
[image: image160.wmf]A

 не принадлежит выпуклому телу Ф, то существует такая плоскость 
[image: image161.wmf]a

, что тело Ф лежит в одном полупространстве с границей 
[image: image162.wmf]a

, а точка 
[image: image163.wmf]A

 — в другом. 

Это свойство иногда называют теоремой отделимости и кратко формулируют в следующем виде. 

Теорема. Для каждой точки, не принадлежащей выпуклому телу, существует плоскость, которая отделяет эту точку от выпуклого тела. 

Доказательство теоремы отделимости сложное, и мы его приводить не будем. 

Для невыпуклых тел теорема отделимости неверна. Например, если из шара вырезали меньший шар, то точку меньшего шара невозможно отделить плоскостью от оставшейся части. 
С другой стороны теорема отделимости верна и для некоторых фигур не являющихся телами.
Пример Доказать, что в пространстве точку, не лежащую на отрезке, можно отделить плоскостью от этого отрезка. 

Доказательство.
Пусть дан отрезок AB и точка M не лежащая на отрезке.
1. Точка M не лежит на прямой AB. Опустим из точки M перпендикуляр MK к прямой AB и через его середину проведем плоскость параллельную AB и не проходящую через M. Эта плоскость не пересекает прямую AB. Так как точки M и K лежат в разных полупространствах, то плоскость отделяет M от AB.
2. Точка M лежит на прямой AB. Не ограничивая общности можно считать, что B лежит между A и M. Через середину отрезка BM построим плоскость перпендикулярную AB. Она будет искомой.
Задание некоторых выпуклых тел пересечением полупространств.

Пусть А — выпуклое тело. Из теоремы отделимости следует, что для каждой точки 
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, не принадлежащей телу Ф, можно построить полупространство 
[image: image165.wmf]A
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, которое целиком содержит тело Ф и не содержит точки 
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. Рассмотрим пересечение всех построенных таким образом полупространств. Тогда, с одной стороны, это пересечение содержит тело Ф, так как каждое полупространство 
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 содержит Ф. С другой стороны, ни одна точка 
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, не принадлежащая телу Ф, не может входить в пересечение, так как точка 
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 не принадлежит некоторому полупространству 
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. Тем самым любое выпуклое тело можно получить как пересечение полупространств, содержащих данное тело. 

Вопрос Как задать треугольную пирамиду пересечением полупространств? 

(Ответ: пересечением полупространств определяемых гранями пирамиды)
В координатном пространстве замкнутые полупространства определяются линейными неравенствами вида 
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Отсюда следует, что выпуклые тела можно задавать системами линейных неравенств с тремя переменными. 

Вопрос Как с помощью системы линейных неравенств задать куб? 

(Приведенный ответ не является единственным
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Опорная плоскость.

В предыдущем пункте было показано, что выпуклое тело Ф можно получить как пересечение полупространств, содержащих тело Ф. Оказывается, что при этом можно брать только такие полупространства, границы которых являются опорными плоскостями для тела Ф. 

Определение Плоскость называется опорной плоскостью для данной фигуры, если она имеет с фигурой хотя бы одну общую точку и фигура содержится в одном полупространстве, ограниченном этой плоскостью. 

Примерами опорных плоскостей могут служить плоскости, касательные к заданному шару (рисунок 10). 

Пример шара показывает также, что через каждую граничную точку шара можно провести опорную плоскость. Аналогичное свойство выполняется для любого выпуклого тела, однако доказательство этого свойства сложное и мы его приводить не будем. 
Вопрос Какие опорные плоскости можно провести через вершину треугольной пирамиды? 

(Ответ: например плоскости граней, сходящихся в этой вершине; плоскость параллельная противоположной грани и бесконечное множество других плоскостей)
Проверь себя. Выпуклые тела.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Какие из указанных множеств на плоскости являются выпуклыми?

1. Множество всех точек равноудаленных от двух пересекающихся прямых.

2. Множество всех точек равноудаленных от двух параллельных прямых.

3. Множество всех точек круга из которого удалили концы одного диаметра.

4. Множество всех точек плоского квадрата, из которого удалили середины сторон.

Ответ: 2, 3.

Какие из указанных множеств в пространстве являются выпуклыми?

1. Куб из которого удалены вершины.

2. Куб из которого удалены центры граней.

3. Объединение единичных шаров, с центрами в вершинах заданного единичного куба.

4. Объединение всех отрезков заданной длины, середины которых принадлежат заданному отрезку.

Ответ: 1, 4.

Какой вид может иметь выпуклая фигура, расположенная на прямой?

1. Интервал.

2. Объединение двух непересекающихся интервалов.

3. Пересечение двух отрезков.

4. Вся прямая.

Ответ: 1, 3, 4.

На координатной плоскости рассматривается объединение плоского прямоугольника ABCD с вершинами 
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 и плоского треугольника ABM. В каких из указанных случаев получается выпуклая фигура?

1. 
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Ответ: 1.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Рассмотрим квадрат ABCD как фигуру, составленную из отрезков AB, BC, CD и AD. Каким является это множество?
1. Выпуклым и замкнутым.

2. Выпуклым и незамкнутым.

3. Невыпуклым и замкнутым.

4. Невыпуклым и незамкнутым.

Ответ: 3.
Точки A, B и C не лежат на одной прямой. Какое минимальное выпуклое множество содержит эти точки.
1. Объединение отрезков AB, AC, AD.
2. Круг, ограниченный окружностью проходящей через точки A, B и C.
3. Треугольник ABC.
4. Параллелограмм с вершинами A, B и C.
Ответ: 3.

Точки A, B, C и D не лежат в одной плоскости. Какое минимальное выпуклое множество содержит эти точки.
1. Объединение отрезков AB, AC, AD, BC, BD, CD.
2. Тетраэдр ABCD.
3. Шар, ограниченный сферой, проходящей через точки A, B, C и D.

4. Призма ABCDEF, где отрезки BE и CF параллельны и равны AD.
Ответ: 2.
В каком случае минимальная выпуклая фигура содержащая четыре точки A, B, C и D будет четырехугольником?

1. Точки лежат в одной плоскости.

2. Точки лежат в одной прямой.

3. Никакие два отрезка с концами в точках A, B, C и D не пересекаются.
4. Отрезки AB и CD пересекаются в точке отличной от A, B, C и D.
Ответ: 4.
Домашнее задание
1. На плоскости рассматривается наименьшая выпуклая фигура Ф, содержащая четыре заданные точки 
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. В каком случае фигура Ф будет: а) отрезком; б) треугольником; в) четырехугольником? 
2. В пространстве рассматривается наименьшая выпуклая фигура Ф, содержащая четыре заданные точки 
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, 
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, 
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. В каком случае фигура Ф будет: а) отрезком; б) треугольником; в) четырехугольником; г) тетраэдром? 
3. В пространстве наименьшая выпуклая фигура, содержащая пять заданных точек, является многогранником с пятью вершинами. Сколько ребер и сколько граней имеет такой многогранник? 
4. Из квадрата, рассматриваемого с внутренними точками, удалили вершины. Докажите, что получившаяся фигура — выпуклое множество. 
5. Из круга удалили некоторое число точек его границы. Докажите, что получившаяся фигура — выпуклое множество. 
6. Из шара удалили непустое множество точек его границы. Докажите, что получившаяся фигура Ф: а) выпуклое множество; б) не замкнутое множество; в) найдется такая плоскость, что проекция фигуры Ф на эту плоскость не будет замкнутой. 
7. Рассмотрим объединение сектора
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 и треугольника 
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, расположенных так, что точка 
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 лежит на продолжении радиуса 
[image: image192.wmf]OB

, а отрезок 
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 касается дуги сектора. Удалим из этого множества точку 
[image: image194.wmf]A

 и получившуюся фигуру обозначим через Ф (рисунок 11). Докажите, что: а) фигура Ф выпуклая; б) фигура Ф не замкнута; в) проекция фигуры Ф на произвольную прямую является отрезком, то есть замкнута. 
8. В основании пирамиды 
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 лежит невыпуклый четырехугольник 
[image: image196.wmf]ABCD

 (рисунок 12). Какие точки пространства можно отделить плоскостью от этой пирамиды, а какие нельзя? 

Словарь терминов

Выпуклая фигура. Фигура Ф пространства называется выпуклой, если для любых двух точек 
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 и 
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 фигуры Ф все точки отрезка 
[image: image199.wmf]AB

 принадлежат Ф.
Опорная плоскость. Плоскость называется опорной плоскостью для данной фигуры, если она имеет с фигурой хотя бы одну общую точку и фигура содержится в одном полупространстве, ограниченном этой плоскостью.
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