Урок 3. Многогранники
План урока

· Определение многогранника.
· Пример множества, граница которого есть объединение бесконечного числа отрезков.
· Выпуклые многогранники. Триангуляция.
· Усеченная пирамида. Усеченная призма.
· Полуправильные многогранники.
· Проверь себя. Многогранники.

· Домашнее задание

Цели урока

Определить понятие многоугольной области и многогранника. Рассмотреть несколько новых примеров многогранников.

Определение многогранника.

Куб, пирамида, параллелепипед, призма являются представителями обширного класса фигур — многогранников. Заметим, что не всякую фигуру, граница которой состоит из многоугольников, следует считать многогранником. Например, фигуру, состоящую из двух кубов, расположенных так, как изображено на рисунке 1, многогранником не считают. 

Прежде чем дать общее определение многогранника, определим понятие многоугольной области. 

Определение Многоугольной областью называется замкнутая плоская область, граница которой является объединением конечного числа отрезков. 

Напомним, что замкнутой областью называется непустое ограниченное замкнутое множество точек плоскости со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности.

Приведенное определение значительно обобщает понятие многоугольника. На рисунке 2 изображено несколько необычных многоугольных областей. 

Иногда для краткости многоугольную область называют многоугольником, когда из текста ясно, что речь идет о многоугольных областях. 

Напомним, что пространственным телом называется непустое ограниченное замкнутое множество точек пространства со связной внутренностью, граница которого совпадает с границей его внутренности. Аналогичные требования предъявляются и к многограннику. 
Определение Многогранником называется тело, граница которого является объединением конечного числа многоугольных областей. 

Такое определение значительно пополняет известные до сих пор виды многогранников. На рисунке 3 изображено несколько необычных многогранников. 

Вопрос Из куба удалили внутренние точки октаэдра, вершины которого совпадают с центрами граней заданного куба. Будет ли оставшаяся фигура многогранником? 

(Ответ. По определению многогранника — будет)
Пример множества, граница которого есть объединение бесконечного числа отрезков.
Обратите внимание, что в определении многоугольной области требование конечности числа отрезков, из которых состоит ее граница, является существенным. Если такое условие опустить, то можно построить замкнутую область, граница которой состоит из бесконечного числа отрезков и которая не является многоугольником. Опишем, как это можно сделать. 

Возьмем на окружности точки 
[image: image1.wmf]A

, 
[image: image2.wmf]B

, 
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, являющиеся вершинами правильного треугольника (рисунок 4). 

Точками 
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 и 
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 разделим дуги 
[image: image6.wmf]AB

 и 
[image: image7.wmf]BC

 пополам и возьмем фигуру, изображенную на рисунке 5. 

Затем точками 
[image: image8.wmf]2

A

 и 
[image: image9.wmf]2
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 разделим дуги 
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 и 
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 пополам и возьмем фигуру, изображенную на рисунке 6. 

Затем аналогично точками 
[image: image12.wmf]3
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 и 
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 разделим дуги 
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AA

 и 
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 пополам, заменяя дуги 
[image: image16.wmf]23
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 и 
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 на отрезки, и возьмем фигуру, изображенную на рисунке 7. 

Продолжим по индукции намеченный процесс и получим последовательность плоских фигур. Пересечение всех фигур этой последовательности дает замкнутую область, которая не является многоугольником. 

Однако, граница полученной области состоит из отрезка 
[image: image18.wmf]AC

 и двух последовательностей отрезков: 
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Аналогично, если не требовать конечности числа многоугольников, ограничивающих многогранник, то также удается построить не являющееся многогранником тело, граница которого состоит из бесконечного числа многоугольников. 

Вопрос Как построить тело, граница которого состоит из бесконечного числа многоугольных областей. 

(Ответ. Например взяв построенную плоскую фигуру и соединив каждую ее точку отрезком с некоторой точкой S, не принадлежащей данной плоскости)

Выпуклые многогранники. Триангуляция.
Многогранник, являющийся выпуклой фигурой, называется выпуклым многогранником. 

Примерами выпуклых многогранников могут служить правильные пирамиды, правильные призмы, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. Многогранники, изображенные на рисунке 3, не являются выпуклыми. 

Выпуклый многогранник нетрудно разбить на пирамиды. Для этого достаточно взять внутреннюю точку многогранника и соединить ее со всеми вершинами. Например, соединив центр правильной шестиугольной призмы с вершинами, мы получим две шестиугольные пирамиды и шесть четырехугольных пирамид (рисунок 8). 

Произвольную пирамиду можно разбить на треугольные пирамиды. Для этого достаточно разбить основание пирамиды на треугольники и каждый треугольник считать основанием соответствующей пирамиды. Например, на рисунке 9 пятиугольная пирамида 
[image: image21.wmf]SABCDE

 разбита на треугольные пирамиды 
[image: image22.wmf]SABE

, 
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 и 
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. 
Таким образом, любой выпуклый многогранник можно разбить на треугольные пирамиды. Выпуклый многогранник плоскостью разбит на два многогранника. 
Вопрос Как доказать, что получившиеся многогранники — выпуклые? 

(Ответ. Каждый из полученных многогранников является пересечением исходного выпуклого многоугольника и полупространства, которое также всегда выпукло. Пересечение выпуклых фигур всегда выпуклая фигура)
Пусть задан некоторый многогранник. Проведем через каждую его грань плоскость. Эти плоскости разобьют пространство на конечное число выпуклых частей, среди которых имеются как ограниченные части, так и не ограниченные. Каждая неограниченная часть не может содержать внутренних точек заданного многогранника. Каждая ограниченная часть либо целиком входит в заданный многогранник, либо не содержит
его внутренних точек. Выбирая те части, которые входят в заданный многогранник, получим разбиение многогранника на выпуклые многогранники (рисунок 10). Если после этого каждую выпуклую часть разбить на треугольные пирамиды, то получится разбиение исходного многогранника на треугольные пирамиды. Разбиение многогранника на треугольные пирамиды можно устроить таким образом, чтобы любые две из них либо не имели общих точек, либо имели только общую вершину, либо имели только общее ребро, либо имели только общую грань. Такое разбиение многогранника на треугольные пирамиды называется его триангуляцией. 

Вопрос Какой пример триангуляции куба можете привести вы? 

Усеченная пирамида. Усеченная призма.
Помимо встречавшихся ранее видов многогранников рассматривают некоторые другие виды. 

Пример 1. Рассмотрим пирамиду 
[image: image25.wmf]SABC

. Параллельно основанию 
[image: image26.wmf]ABC

 проведем плоскость, пересекающую боковые ребра 
[image: image27.wmf]SA

, 
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, 
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 в точках 
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 соответственно. Эта плоскость разбивает пирамиду на треугольную пирамиду 
[image: image31.wmf]111
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 и многогранник 
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, который называется усеченной пирамидой (рисунок 11). Параллельные грани 
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 и 
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 называются основаниями усеченной пирамиды. Расстояние между плоскостями оснований усеченной пирамиды называют высотой этой усеченной пирамиды. Грани 
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 называются боковыми гранями усеченной пирамиды. 

Основания усеченной пирамиды имеют соответственно параллельные стороны, а поэтому являются подобными треугольниками. Боковые грани усеченной пирамиды — трапеции. 

Заметим, что усеченную пирамиду можно всегда достроить до пирамиды. 

Пример 2. Рассмотрим треугольную призму 
[image: image38.wmf]111
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. Проведем не параллельную основанию 
[image: image39.wmf]ABC

 плоскость, пересекающую боковые ребра 
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[image: image41.wmf]1

BB

, 
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 в точках 
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 соответственно. Эта плоскость разбивает призму на два многогранника. Многогранник 
[image: image44.wmf]222
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 иногда называют усеченной треугольной призмой (рисунок 12). 

Заметим, что усеченную треугольную призму всегда можно разбить на призму и пирамиду (рисунок 13). 

Примером усеченной призмы может служить "чердак" (рисунок 14). 

Вопрос Как вычислить объем усеченной пирамиды? 

(Ответ. Как разность объемов двух пирамид)
Полуправильные многогранники.

Наряду с правильными многогранниками рассматривают также полуправильные многогранники. Мы не будем приводить определение полуправильного многогранника, а ограничимся лишь несколькими примерами. 

У выпуклых полуправильных многогранников каждая грань является правильным многоугольником, причем не все грани равны. В каждой вершине такого полуправильного многогранника соединяется по одинаковому числу граней каждого вида, причем схема их соединения одна и та же. 

Если не учитывать куб, то среди призм полуправильным многогранником является любая правильная призма, боковые грани которой — квадраты. У правильной шестиугольной призмы, изображенной на рисунке 15, в каждой вершине соединяются один правильный шестиугольник и два квадрата. 

На рисунке 16 изображен полуправильный многогранник, у которого в каждой вершине соединяются чередующимся образом по два правильных треугольника и по два квадрата. 

Вопрос Какие примеры полуправильных многогранников можете привести вы? 

Проверь себя. Многогранники.

Задание 1.

Выбрать из предложенных вариантов ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Какие многоугольники могут быть боковыми гранями усеченной пирамиды?
1. Треугольник.

2. Квадрат.

3. Трапеция.

4. Прямоугольник.

Ответ: 3.

Какие многоугольники могут быть гранями правильного многогранника?
1. Треугольник.

2. Четырехугольник.

3. Пятиугольник.

4. Шестиугольник.

Ответ: 1, 2, 3.

Какие из перечисленных фигур являются многогранниками?
1. Квадрат.

2. Шар.

3. Трехгранный угол.

4. Икосаэдр.

Ответ: 4.

Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Объем треугольной пирамиды SABC равен 125. Точки M, N и K расположены на ребрах SA, SB, SC соответственно так, что 
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.Чему равен объем усеченной пирамиды ABCMNK.

1. 96.

2. 98.

3. 100.

4. 102.

Ответ: 2.

Какой объем правильной усеченной пирамиды, у которой площади оснований 4 и 25, а высота равна 3?
1. 21.

2. 37.
3. 39.

4. 43,5.
Ответ: 3.

В треугольной призме 
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 с боковыми ребрами 
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 точка M на 
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 и выбраны так, что плоскость 
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 делит призму на две части равного объема. Чему равно отношение 
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1. 1:2.

2. 2:1.

3. 3:1.

4. 1:1.

Ответ: 4.
В треугольной призме 
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 с боковыми ребрами 
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 точки M на 
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 и N на 
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 выбраны так, что MN параллельно BC и плоскость AMN делит призму на две части равного объема. Чему равно отношение 
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2. 2:1.

3. 3:1.

4. 4:1.

Ответ: 3.
Домашнее задание.

1. Докажите, что выпуклую многоугольную область можно разбить на конечное число треугольников. 
2. Докажите, что любую многоугольную область можно разбить на конечное число треугольников. 
3. Докажите, что круг можно представить в виде объединения бесконечного числа треугольников. 
4. Приведите пример многогранника, у которого одна грань четырехугольник, все остальные грани треугольники, но который не является пирамидой. 
5. Приведите пример многогранника, у которого две грани равные пятиугольники, все остальные грани параллелограммы, но который не является призмой. 
6. Найдите объем правильной усеченной треугольной пирамиды, у которой в основаниях правильные треугольники со сторонами 3 см и 4 см, а боковые ребра по 5 см. 
7. В правильную усеченную треугольную пирамиду, у которой в основаниях правильные треугольники со сторонами 1 см и 2 см, можно вписать шар. Найдите радиус этого шара. 
8. Докажите, что около каждой правильной усеченной пирамиды можно описать сферу. 
9. Найдите двугранный угол между основанием и боковой гранью правильной усеченной треугольной пирамиды, если известно, что в нее можно вписать шар, касающийся всех ее ребер. 
10. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде 
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 нижнее основание 
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 — квадрат со стороной 3, верхнее основание 
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 — квадрат со стороной 1, боковые ребра 
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 имеют длину 3. Точка 
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 — середина ребра 
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. Через точку 
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 проходит прямая, пересекающая прямые 
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 в точках 
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. Найдите длину отрезка 
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. 
11. Основания усеченной пирамиды являются правильными треугольниками, а их периметры относятся как 8:5. Сфера с центром, расположенным в плоскости меньшего из оснований, касается другого основания и продолжений боковых граней пирамиды. Найдите углы, образованные боковыми ребрами пирамиды с большим основанием, если известно, что все эти углы одинаковы. 
12. Основаниями правильной усеченной пирамиды служат квадраты со сторонами 
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 и 
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 (
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). Боковые ребра наклонены к плоскости основания под углом 45
[image: image78.wmf]o

. Найдите объем усеченной пирамиды. 
13. Боковые ребра правильной усеченной треугольной пирамиды наклонены к плоскости основания под углом 
[image: image79.wmf]60
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. Стороны нижнего и верхнего оснований равны 
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 и 
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 (
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). Найдите объем усеченной пирамиды. 
14. В треугольной усеченной пирамиде высота равна 10 м, стороны одного основания равны 27 м, 29 м и 52 м, а периметр другого основания равен 72 м. Найдите объем усеченной пирамиды. 
15. Куб, ребро которого равно 
[image: image83.wmf]a

, срезан по углам плоскостями так, что от каждой грани остался правильный восьмиугольник. Определите объем получившегося многогранника. 
16. В усеченной призме 
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 ребра 
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 перпендикулярны грани 
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, грань 
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 является правильным треугольником со стороной 6 см. Найдите объем этой усеченной призмы, если 
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17. "Чердак" строится в виде усеченной призмы так, что 
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 прямоугольник и 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image95.wmf]DE
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 (рисунок 17). Найдите объем "чердака", если 
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 м, 
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18. Пирамиды 
[image: image101.wmf]SABCD

 и 
[image: image102.wmf]1

SABCD

 имеют общее основание 
[image: image103.wmf]ABCD

, представляющее собой ромб со стороной 
[image: image104.wmf]a

 и острым углом, равным 
[image: image105.wmf]60

o

. Вершины 
[image: image106.wmf]S

 и 
[image: image107.wmf]1

S

 лежат по разные стороны от плоскости 
[image: image108.wmf]ABCD

, причем боковые грани одной из пирамид образуют угол в 
[image: image109.wmf]30

o

 с основанием, другой — 
[image: image110.wmf]60

o

. Найдите радиус шара, лежащего внутри многогранника 
[image: image111.wmf]1

SABCDS

 и касающегося всех его граней. 
19. В основании четырехугольной пирамиды 
[image: image112.wmf]SABCD

 лежит параллелограмм 
[image: image113.wmf]ABCD

. Через середины ребер 
[image: image114.wmf]AB

, 
[image: image115.wmf]AD

 и 
[image: image116.wmf]SC

 проведена плоскость. Найдите отношение объемов частей, на которые эта плоскость разбивает пирамиду. 
20. В тетраэдре 
[image: image117.wmf]ABCD

 ребра 
[image: image118.wmf]AB

 и 
[image: image119.wmf]CD

 расположены на скрещивающихся прямых, расстояние между которыми равно 
[image: image120.wmf]h

, а угол между ними равен 
[image: image121.wmf]a

. Докажите, что объем тетраэдра можно вычислять по формуле 
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Словарь терминов

Многоугольной областью называется замкнутая плоская область, граница которой является объединением конечного числа отрезков.
Многогранником называется тело, граница которого является объединением конечного числа многоугольных областей.
Триангуляцией называется разбиение многогранника на треугольные пирамиды.
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