(11 класс, модуль 8, урок 1)
Урок 1. Теорема Лагранжа о среднем
План урока
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 1.1. Пример приближения значений функции значениями линейной функции
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 1.3. Формулировка теоремы Лагранжа (формулы конечных приращений)
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 1.4. Геометрический смысл формулы конечных приращений 
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 1.5. Оценка абсолютной погрешности приближенного равенства 
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 1.6. Применение теоремы Лагранжа для получения условий монотонности функции на промежутке 
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 1.7. Вывод обобщения неравенства Бернулли 
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 Тесты
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 Домашнее задание

Цели урока:

На этом уроке рассматриваются приближения функций линейными функциями, формулируется важная для исследования функций теорема Лагранжа о среднем, устанавливается связь производной с возрастанием и убыванием функции. В начале урока приводятся примеры, показывающие близость точек графика функции и касательной к нему вблизи точки касания и уточняется  смысл приближенного равенства 
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. Урок завершается применением теоремы Лагранжа для вывода обобщения неравенства Бернулли. Для лучшего понимания полезно познакомиться с темой III для 11 класса «Предел и непрерывность».
1.1. Пример приближения значений функции значениями линейной функции 

При изучении функций мы несколько раз говорили о касательных. Это не случайно. Касательная является прямой, которая лучше всего приближается к графику функции вблизи точки касания. Уравнение касательной представляет собой линейную функцию. Оказывается, что вблизи точки касания значения этой линейной функции дают хорошие приближения для значений самой функции. Уточним это на примере. Рис.1
Пример 1. Рассмотрим функцию
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Уравнение касательной к графику данной функции в точке с абсциссой 
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 имеет вид 
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Для сравнения значений функций 
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. Отметим, что по определению производной 


[image: image29.wmf]1

1

111

(1)lim

2

z

z

f

z

®

+-

¢

==

, 

Рассмотрим разность 
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 и обозначим ее 
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Следовательно, 
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, при маленьких значениях 
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 значительно меньше, чем 
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 (рисунок 2). Отсюда можно получить приближенную формулу 
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Возвращаясь к переменной 
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, близких к 
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, приходим к приближенному равенству: 
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причем ошибка мала по сравнению с 
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Аналогичные рассуждения можно провести для любой функции 
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, имеющей производную в точке 
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, и получить, что при 
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причем ошибка мала по сравнению с 
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[image: image52.wmf]()(()()())

fxfafaxa

xa

¢

-+-

-


стремится к нулю, когда 
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 стремится к 
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Вопрос. Как доказать, что 
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1.2. Уточнение смысла приближенного равенства 
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В предыдущем, пункте было показано, что когда функция 
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 имеет производную в точке 
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, то 
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. Однако, слово "близкое" нельзя считать точным математическим понятием. Приведем один пример. 

Пример 2. Рассмотрим поведение функции 
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. Такую разницу вряд ли можно считать совсем малой. Тем более ее нельзя считать малой по сравнению с 
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Уточнить смысл приближенного равенства 
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 можно следующим образом. По определению, 
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. Это означает, что для каждого положительного числа 
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 можно найти такое число 
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 из этой окрестности, отличных от 
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, выполняется последнее неравенство. Но тогда 
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Вопрос. Для какой окрестности числа 
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1.3. Формулировка теоремы Лагранжа (формулы конечных приращений)
Для исследования функций большое значение имеет следующая теорема. 

Теорема Лагранжа. Пусть функция 
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 определена и непрерывна на отрезке 
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 и имеет производную в каждой точке интервала 
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. Тогда найдется точка 
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Теорема Лагранжа позволяет выразить через производную разность значений функции в концах отрезка числовой прямой. Иногда формулу Лагранжа 
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называют формулой конечных приращений. 

Доказательство теоремы Лагранжа сложное и мы его приводить не будем. 

Вопрос. Как можно сформулировать теорему Лагранжа при условии равенства 
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Это интересно


Лагранж, Жозеф Луи (25.01.1736-10.04.1813) – французский математик и механик. Наиболее важные труды Лагранжа относятся к вариационному исчислению и механике. Лагранжу принадлежат выдающиеся исследования по различным вопросам математического анализа, теории чисел, алгебре, дифференциальным уравнениям, а также по математической картографии, астрономии и пр.
(Приложение – портрет, рис. 6)
1.4. Геометрический смысл формулы конечных приращений
Формулу конечных приращений 
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 можно записать также в виде 


[image: image111.wmf]()()

()(2)

fbfa

fc

ba

-

¢

=.

-


рисунок 3

Левая часть 
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 полученного равенства равна наклону касательной, проведенной к графику функции 
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 абсциссой 
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 равна наклону прямой, проходящей через крайние точки 
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 графика функции 
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. Равенство наклонов прямых означает, что эти прямые параллельны. Поэтому геометрический смысл теоремы Лагранжа состоит в том, что если функция 
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 определена на отрезке 
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 и имеет производную на интервале 
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, то найдется такая точка графика функции 
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, что проведенная в этой точке касательная параллельна хорде, соединяющей крайние точки функции 
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Вопрос. Каков геометрический смысл теоремы Лагранжа при условии 
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1.5. Оценка абсолютной погрешности приближенного равенства 
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Теорема Лагранжа позволяет получить оценку абсолютной погрешности приближенной формулы 
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из пункта 1.1. 

Пусть функция 
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 имеет производную в каждой точке некоторой окрестности числа 
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 выполняются все условия теоремы Лагранжа. Значит, 
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где 
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 — некоторая точка между 
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. Это и позволяет оценить погрешность указанной выше формулы. 

Пример 3. Оценим абсолютную погрешность формулы 
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Решение. Пусть 
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Вопрос. Какова абсолютная погрешность формулы 
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1.6. Применение теоремы Лагранжа для получения условий монотонности функции на промежутке
Применим теорему Лагранжа для доказательства условий, при которых функция строго монотонна на некотором промежутке. 

Теорема. Если функция 
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 имеет положительную производную в каждой точке промежутка 
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, то функция 
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 строго возрастает на этом промежутке. Соответственно, если функция 
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 имеет отрицательную производную в каждой точке промежутка 
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, то функция 
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 строго убывает на этом промежутке. 
Доказательство. Оба утверждения теоремы доказываются аналогично, поэтому рассмотрим только первое из них. Пусть 
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 функция 
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 определена, имеет производную и поэтому непрерывна. Следовательно, можно применить теорему Лагранжа и записать равенство 
[image: image176.wmf]2121

()()()()

fxfxfcxx

¢

-=-

. Так как точка 
[image: image177.wmf]c

 лежит в интервале 
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Пример 4. Функция 
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 определена, непрерывна и имеет производную на всей числовой прямой. При этом 
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. Из теоремы этого пункта следует, что функция 
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 строго возрастает на всей числовой прямой. График функции 
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 выглядит примерно так, как изображено на рисунке 4. 

Вопрос. Как доказать второе утверждение теоремы из этого пункта? 

1.7. Вывод обобщения неравенства Бернулли
Пусть 
[image: image190.wmf]1

r

>

 — некоторое действительное число. Рассмотрим функцию 
[image: image191.wmf]()

r

fxxrx

=-

, определенную и непрерывную для 
[image: image192.wmf]0

x

>

. Так как 
[image: image193.wmf](

)

1

 

rr

xrx

¢

-

=

, то 
[image: image194.wmf](

)

11

()1

rr

fxrxrrx

--

¢

=-=-

. При положительном 
[image: image195.wmf]1

r

-

 функция 
[image: image196.wmf]1

r

x

-

 строго возрастает. Поэтому 
[image: image197.wmf]()0

fx

¢

=

 при 
[image: image198.wmf]1

x

=

; 
[image: image199.wmf]()0

fx

¢

<

 при 
[image: image200.wmf]01

x

<<

; 
[image: image201.wmf]()0

fx

¢

>

 при 
[image: image202.wmf]1

x

>

. Отсюда следует, что график функции 
[image: image203.wmf]()

r

fxxrx

=-

 выглядит примерно так, как изображено на рисунке 5.График иллюстрирует, что значение 
[image: image204.wmf](1)1

fr

=-

является наименьшим значением функции 
[image: image205.wmf]()

fx

, откуда получаем неравенство 
[image: image206.wmf]1

r

xrxr

-³-

, справедливое при всех 
[image: image207.wmf]0

x

>

. Заменим в этом неравенстве 
[image: image208.wmf]x

 на 
[image: image209.wmf]1

z

+

. В результате придем к неравенству 
[image: image210.wmf](1)(1)1

r

zrzr

+-+³-

, откуда 
[image: image211.wmf](1)1

r

zrz

+³+

 при всех 
[image: image212.wmf]1

z

>-

. 

Полученное неравенство является обобщением известного неравенства Бернулли для натурального показателя степени на случай произвольного показателя 
[image: image213.wmf]1

r

>

. 

Мини-исследование. 

Докажите, что для 
[image: image214.wmf]01

r

<<

 выполняется неравенство 
[image: image215.wmf](1)1

r

zrz

+£+

 при всех 
[image: image216.wmf]1

z

>-

?
Мини-исследование. 

Функция 
[image: image217.wmf]3

yx

=

 на промежутке 
[image: image218.wmf][

]

1;1

-

 является строго возрастающей. Этот пример показывает, что утверждение, обратное теореме из пункта 1.6, не имеет места. Однако, если функция 
[image: image219.wmf]()

fx

 имеет положительную производную во всех точках промежутка 
[image: image220.wmf][

]

;

ab

, кроме одной точки 
[image: image221.wmf]c

, то функция 
[image: image222.wmf]()

fx

 строго возрастает на этом промежутке. Для доказательства этого установите следующее:
1) если функция 
[image: image223.wmf]()

fx

 имеет неотрицательную производную во всех точках промежутка 
[image: image224.wmf][

]

;

ab

, то функция 
[image: image225.wmf]()

fx

 возрастает на этом промежутке;

2) если для возрастающей функции 
[image: image226.wmf]()

fx

 для точек 
[image: image227.wmf]12

xx

<

 выполняется равенство 
[image: image228.wmf]12

()()

fxfx

=

, то 
[image: image229.wmf]()0

fx

¢

=

 для всех 
[image: image230.wmf]12

[;]

xxx

Î

.

Аналогично, если функция 
[image: image231.wmf]()

fx

 имеет отрицательную производную во всех точках промежутка 
[image: image232.wmf][

]

;

ab

, кроме одной точки 
[image: image233.wmf]c

, то функция 
[image: image234.wmf]()

fx

 строго убывает на этом промежутке.
Верно ли соответствующее утверждение, если производная может обращаться в 0 более чем в одной точке?

Проверь себя. Теорема Лагранжа о среднем
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

Какой вид имеет уравнение касательной касательной к графику функции 
[image: image235.wmf]2

()21

fxxx

=-+

, проведенной через точку с абсциссой 
[image: image236.wmf]1

a

=

:


[image: image237.wmf]·

1. 
[image: image238.wmf]23(1)

yx

=+-

; 
[image: image239.wmf]·

2. 
[image: image240.wmf]32(1)

yx

=--

; 

[image: image241.wmf]·

3. 
[image: image242.wmf]23(1)

yx

=--

;
[image: image243.wmf]·

4. 
[image: image244.wmf]32(1)
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=+-

?

(Правильный вариант: 1)

Какой вид имеет уравнение касательной касательной к графику функции 
[image: image245.wmf]()sin21

fxxx

=-+

, проведенной через точку с абсциссой 
[image: image246.wmf]a

p

=

:


[image: image247.wmf]·

1. 
[image: image248.wmf]2()
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p

=-

; 
[image: image249.wmf]·

2. 
[image: image250.wmf]2
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=

; 
[image: image251.wmf]·

3. 
[image: image252.wmf]12()
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p

=+-

;
[image: image253.wmf]·

4. 
[image: image254.wmf]2()

yx

p

=-

?

(Правильный вариант: 1)

Какой вид имеет запись формулы конечных приращений для функции 
[image: image255.wmf]()

fxx

=

 на отрезке 
[image: image256.wmf][

]

;

ab

, где 
[image: image257.wmf]0;0

ab

>>

, 
[image: image258.wmf]acb

<<

: 


[image: image259.wmf]·

1. 
[image: image260.wmf]1
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2

baba
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-=×-

;


[image: image261.wmf]·

2. 
[image: image262.wmf]()

2

c

baba
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; 


[image: image263.wmf]·

3. 
[image: image264.wmf]2
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baba

c

-=×-

;


[image: image265.wmf]·

4. 
[image: image266.wmf]2()

bacba

-=×-

?

(Правильный вариант: 1)

Какой вид имеет запись формулы конечных приращений для функции 
[image: image267.wmf]()cos2

fxx

=

 на отрезке 
[image: image268.wmf][

]

;

ab

,: 


[image: image269.wmf]·

1. 
[image: image270.wmf]cos2cos2sin()

bacba

-=×-

;


[image: image271.wmf]·

2. 
[image: image272.wmf]cos2cos22sin()

bacba

-=×-

;


[image: image273.wmf]·

3. 
[image: image274.wmf]cos2cos2sin()

bacab

-=×-

;


[image: image275.wmf]·

4. 
[image: image276.wmf]cos2cos22sin()

bacab

-=×-

,

где 
[image: image277.wmf]acb

<<

?

(Правильный вариант: 4)

Какой вид имеет правая сторона записи формулы конечных приращений для 
[image: image278.wmf]()tg 

fxx

=

 на отрезке 
[image: image279.wmf][

]

;

ab

 при 
[image: image280.wmf]22

ab
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-<<<

: 
[image: image281.wmf]tg tg 
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-

=

-



[image: image282.wmf]·

1. 
[image: image283.wmf]2

1
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c
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; 
[image: image284.wmf]·

2. 
[image: image285.wmf]2

1
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c

=-

; 
[image: image286.wmf]·

3. 
[image: image287.wmf]2

cos

c

=

;
[image: image288.wmf]·

4. 
[image: image289.wmf]2

cos

c

=-

?

(Правильный вариант: 1)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

В каких из указанныхслучаев формула Лагранжа 
[image: image290.wmf]()()()()

fbfafcba

¢

-=×-

 неприменима :


[image: image291.wmf]·

1. 
[image: image292.wmf](),2,2
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;


[image: image293.wmf]·

2. 
[image: image294.wmf]5
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;


[image: image295.wmf]·

3. 
[image: image296.wmf]()arctg,100,100
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;


[image: image297.wmf]·

4. 
[image: image298.wmf]2
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? 

(Правильные варианты: 1, 2, 4)

Какие из указанных неравенств являются верными при каждом 
[image: image299.wmf]1
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[image: image300.wmf]·

1. 
[image: image301.wmf]2
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[image: image302.wmf]·

2. 
[image: image303.wmf]2
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[image: image304.wmf]·

3. 
[image: image305.wmf]4
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;


[image: image306.wmf]·

4. 
[image: image307.wmf]4
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(Правильные варианты: 2, 3)

Какие из указанных неравенств являются верными при каждом 
[image: image308.wmf]0

x

³

:


[image: image309.wmf]·
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[image: image310.wmf]2
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[image: image311.wmf]·

2. 
[image: image312.wmf]2
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[image: image313.wmf]·

3. 
[image: image314.wmf]4

3
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;


[image: image315.wmf]·

4. 
[image: image316.wmf]4

3

(13)14
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.

(Правильные варианты: 2, 3)

Домашнее задание
1. Найдите производную от функции 
[image: image317.wmf]()

fx

 и значение производной при 
[image: image318.wmf]xa

=

, если: 
а) 
[image: image319.wmf]6

()(1), 2

fxxa

=+=-

;
б) 
[image: image320.wmf]()sin3

fxx

=

, 
[image: image321.wmf]3
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;
в) 
[image: image322.wmf]2
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x
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 , 
[image: image323.wmf]4
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;
г) 
[image: image324.wmf]()2

fxx
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, 
[image: image325.wmf]1

a
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;
д)* 
[image: image326.wmf]2

()9

fxx
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, 
[image: image327.wmf]4
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;
е)**  
[image: image328.wmf]2

()1sin
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, 
[image: image329.wmf]12

a

p

=

;
ж)* 
[image: image330.wmf]2

()cos2
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=

, 
[image: image331.wmf]2

3

a

p

=

;
з)** 
[image: image332.wmf]()cos(arcsin)

fxx

=

, 
[image: image333.wmf]2

2
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;
и)** 
[image: image334.wmf]1
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, 
[image: image335.wmf]1

2
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=

;
к)** 
[image: image336.wmf]2

()ln(1)

fxxx
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, 
[image: image337.wmf]3

4

a

=

.
2. Составьте уравнение касательной к графику функции 
[image: image338.wmf]()

fx

 в точке с абсциссой 
[image: image339.wmf]a

, если: 
а) 
[image: image340.wmf]2

()(2)

fxx

=-

, 
[image: image341.wmf]4

a

=

;
б) 
[image: image342.wmf]32
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fxxxx
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, 
[image: image343.wmf]1
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;
в) 
[image: image344.wmf]()

fxxx
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, 
[image: image345.wmf]4

a

=

;
г) 
[image: image346.wmf]1
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, 
[image: image347.wmf]1
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=

;
д)* 
[image: image348.wmf]()23
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, 
[image: image349.wmf]3
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;
е)* 
[image: image350.wmf]3

()1

fxx

=-

, 
[image: image351.wmf]2

a

=-

;
ж)** 
[image: image352.wmf]()cos3

fxx
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, 
[image: image353.wmf]2
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p

=

;
з)**  
[image: image354.wmf]()2
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fx
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, 
[image: image355.wmf]2

a

=

.
3*. Для приближенной формулы 
[image: image356.wmf]()()()()

fxfafaxa
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 оцените погрешность при 
[image: image357.wmf]xab

|-|<

, если: 

а) 
[image: image358.wmf]2

()

fxx

=

, 
[image: image359.wmf]2

a

=

, 
[image: image360.wmf]05

b

=,
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б) 
[image: image361.wmf]()sin

fxx

=

, 
[image: image362.wmf]0

a

=

, 
[image: image363.wmf]01

b

=,

; 

в) 
[image: image364.wmf]3
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fxx

=

, 
[image: image365.wmf]8

a

=

, 
[image: image366.wmf]1

b

=

; 

г) 
[image: image367.wmf]()ln(1)

fxx

=+

, 
[image: image368.wmf]0

a

=

, 
[image: image369.wmf]01

b

=,

. 

4. Найдите промежутки возрастания и промежутки убывания для функции: 
а) 
[image: image370.wmf]32

()2

fxxx

=-

;
б) 
[image: image371.wmf]1

()

fxx

x

=+

;

в) 
[image: image372.wmf]3
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x
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;
г) 
[image: image373.wmf]2

()

(1)

fxx
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;
д) 
[image: image374.wmf]1

()

x
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;
е) 
[image: image375.wmf]3
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=

.

Словарь терминов
Касательная к графику функции. Уравнение касательной к графику функции 
[image: image376.wmf]()

yfx

=

, проведенной через точку с абсциссой 
[image: image377.wmf]a

, имеет вид 
[image: image378.wmf]()()()

yfafaxa

¢

=+-

 (при условии, что функция 
[image: image379.wmf]f

имеет производную в точке 
[image: image380.wmf]a

).
Монотонная функция. Монотонные – общее названии для функций, изменяющихся в одном направлении, то есть для возрастающих, строго возрастающих, убывающих, строго убывающих. Функция 
[image: image381.wmf]()

fx

 называется возрастающей на промежутке 
[image: image382.wmf]D

, если для любых чисел 
[image: image383.wmf]1

x

 и 
[image: image384.wmf]2

x

из 
[image: image385.wmf]D

 неравенство 
[image: image386.wmf]12

xx

<

 влечет неравенство 
[image: image387.wmf]12

()()

fxfx

£

. Функция 
[image: image388.wmf]()

fx

 называется строго возрастающей на промежутке 
[image: image389.wmf]D

, если для любых чисел 
[image: image390.wmf]1

x

 и 
[image: image391.wmf]2

x

из 
[image: image392.wmf]D

 неравенство 
[image: image393.wmf]12

xx

<

 влечет неравенство 
[image: image394.wmf]12

()()

fxfx

<

. Функция 
[image: image395.wmf]()

fx

 называется убывающей на промежутке 
[image: image396.wmf]D

, если для любых чисел 
[image: image397.wmf]1

x

 и 
[image: image398.wmf]2

x

из 
[image: image399.wmf]D

 неравенство 
[image: image400.wmf]12

xx

<

 влечет неравенство 
[image: image401.wmf]12

()()

fxfx

³

. Функция 
[image: image402.wmf]()

fx

 называется строго убывающей на промежутке 
[image: image403.wmf]D

, если для любых чисел 
[image: image404.wmf]1

x

 и 
[image: image405.wmf]2

x

 из 
[image: image406.wmf]D

 неравенство 
[image: image407.wmf]12

xx

<

 влечет неравенство 
[image: image408.wmf]12

()()

fxfx

>

. 
Если функция 
[image: image409.wmf]()

fx

 имеет положительную производную в каждой точке промежутка 
[image: image410.wmf]D

, то функция 
[image: image411.wmf]()

fx

 строго возрастает на этом промежутке. Соответственно, если функция 
[image: image412.wmf]()

fx

 имеет отрицательную производную в каждой точке промежутка 
[image: image413.wmf]D

, то функция 
[image: image414.wmf]()

fx

 строго убывает на этом промежутке.
Предел функции. Число 
[image: image415.wmf]M

 называется пределом функции 
[image: image416.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image417.wmf]a

, если для каждого положительного числа 
[image: image418.wmf]e

 найдется такое 
[image: image419.wmf]0

d

>

, что при всех 
[image: image420.wmf]x

, удовлетворяющих условиям 
[image: image421.wmf]xD

Î

, 
[image: image422.wmf]xa

¹

 и 
[image: image423.wmf]xa

d

|-|<

, выполняется неравенство 
[image: image424.wmf]()

fxM

e

|-|<

.
Производная функции. Производной функции 
[image: image425.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image426.wmf]a

 называется 
[image: image427.wmf]()()

()lim

xa

fxfa

fa

xa

®

-

¢

=

-

. Другими словами, значением производной функции 
[image: image428.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image429.wmf]a

 является такое число 
[image: image430.wmf]()

fa

¢

, что для каждого числа 
[image: image431.wmf]0

e

>

 найдется такое 
[image: image432.wmf]0

d

>

, что при всех 
[image: image433.wmf]x

 из области определения функции, удовлетворяющих условиям 
[image: image434.wmf]xa

¹

 и 
[image: image435.wmf]xa

d

|-|<

, выполняется неравенство 
[image: image436.wmf]()()
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fxfa
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-

.
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