4. Угол между плоскостями
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4.1. Сведение задачи о нахождении угла между плоскостями к задаче о нахождении угла между нормалями к этим плоскостям

Пусть заданы две плоскости 
[image: image1.wmf]и
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, которые пересекаются по прямой c. Проведем плоскость 
[image: image2.wmf]g

, перпендикулярную прямой c и пересекающую плоскости 
[image: image3.wmf]и
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 по прямым a и b соответственно (рисунок 5). Тогда по определению угол между плоскостями 
[image: image4.wmf]и
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 равен углу между прямыми a и b.

Покажем, что вычисление угла между плоскостями 
[image: image5.wmf]и
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 можно свести к вычислению угла между нормалями к этим плоскостям. Для этого сначала напомним, что если в одной

плоскости две прямые l1 и l2 перпендикулярны соответственно двум другим прямым k1 и k2, то угол между двумя прямыми l1 и l2 равен углу между прямыми k1 и k2. 

Веpнемся к рисунку 1 и из точки A пересечения прямых a и b отложим ненулевой вектор 
[image: image6.wmf]AP
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, перпендикулярный плоскости 
[image: image7.wmf]a

, и ненулевой вектор 
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, перпендикулярный плоскости 
[image: image9.wmf]b

. Тогда AP
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c, AP
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a, AQ
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c, AQ
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b. Отсюда получаем, что прямые a, b, AP, AQ проходят через точку пересечения и перпендикулярны прямой c. Поэтому все прямые a, b, AP, AQ лежат в одной плоскости 
[image: image14.wmf]g

(рисунок 6). Но так как AP
[image: image15.wmf]^

a и AQ
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b, то угол между прямыми AP и AQ равен углу между прямыми a и b. Это означает, что угол между нормалями 
[image: image17.wmf]AP
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 и 
[image: image18.wmf]AQ
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 к плоскостям 
[image: image19.wmf]и
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 либо равен углу между плоскостями 
[image: image20.wmf]и
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, либо дополняет этот угол до 180°.

Вопрос.  Как определяются двугранный угол и линейный угол двугранного угла?

4.2. Нахождение угла между плоскостями, заданными уравнениями

Пусть в координатном пространстве заданы две плоскости: плоскость 
[image: image21.wmf]a

 с уравнением a1x+b1y+c1z+d1=0 и плоскость 
[image: image22.wmf]b

 с уравнением a2x+b2y+c2z+d2=0. Тогда вектор 
[image: image23.wmf]m
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=(a1;b1;c1) перпендикулярен плоскости 
[image: image24.wmf]a

, вектор 
[image: image25.wmf]n
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=(a2;b2;c2) перпендикулярен плоскости 
[image: image26.wmf]b

. Как следует из предыдущего пункта, угол между векторами 
[image: image27.wmf]m
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 и 
[image: image28.wmf]n
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 позволяет определить угол между плоскостями 
[image: image29.wmf]и
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.

Пример 1. Найти угол между плоскостями, заданными уравнениями 3x – y – 2 = 0 и 

- 2x – z + 5 = 0.

Решение. Обозначим  
[image: image30.wmf]m

r

=(3;-1;0), 
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=(-2;0;-1), 
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 - угол между векторами 
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. Тогда
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Так как получили отpицательное значение, то 
[image: image35.wmf]j

 > 90(. Поэтому угол 
[image: image36.wmf]a

 между заданными плоскостями равен 180°-
[image: image37.wmf]j

 и cos
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 = cos(180°-
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 = 
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Ответ: arccos
[image: image42.wmf]32
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Вопрос. Как с помощью полученного ответа найти угол между плоскостями, заданными уравнениями 3x - y + 1 = 0 и 2 x + z - 1 = 0?

4.3. Условие перпендикулярности плоскостей

Связь угла между плоскостями с углом между нормалями к этим плоскостям приводит к удобному условию перпендикулярности двух плоскостей.

Пусть плоскости 
[image: image43.wmf]и
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 имеют уравнения a1x+b1y+c1z+d1=0, a2x+b2y+c2z+d2=0.

Плоскость 
[image: image44.wmf]a

 перпендикулярна плоскости 
[image: image45.wmf]b

 только в том случае, когда вектор 
[image: image46.wmf]m
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=(a1;b1;c1) перпендикулярен вектору 
[image: image47.wmf]n
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=(a2;b2;c2). Это pавносильно тому, что 
[image: image48.wmf]0
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, то есть a1 a2+b1 b2+c1 c2=0.

Вопрос. Как объяснить, что условие перпендикулярности плоскостей не зависит от коэффициентов d1 и d2?

4.4. Условие параллельности плоскостей

Плоскости 
[image: image49.wmf]и
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 параллельны только в том случае, когда перпендикулярные к ним векторы параллельны.

Пусть плоскости 
[image: image50.wmf]и
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 имеют уравнения a1x+b1y+c1z+d1=0 и a2x+b2y+c2z+d2=0 и 
[image: image51.wmf]ab
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. Параллельность векторов 
[image: image52.wmf]m
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=(a1;b1;c1) и 
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=(a2;b2;c2) означает их коллинеарность.

Поэтому найдется такое число 
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. Отсюда (a2;b2;c2) = 
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. В результате пpиходим к следующему признаку параллельности плоскостей:

две плоскости параллельны, если пропорциональны их соответствующие коэффициенты при переменных x, y, z.

Вопрос. Как составить уравнение плоскости, проходящей через две данные точки M(1;1;1) и N(2;2;2) и пеpпендикуляpной к плоскости x + y – z – 1 = 0?

4.5. Пример решения задачи на нахождение угла между плоскостями

Рассмотрим несколько задач на вычисление угла между плоскостями. В этом пункте разберем следующую задачу.

Пример2. В правильной четыpехугольной пирамиде SABCD ребра основания ABCD равны 4, высота SH равна 3. Найти угол между плоскостями SAB и SBC.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке H - основании высоты пирамиды, и осями, направленными так, как на рисунке 7. Тогда A(2;-2;0), 

B(-2;-2;0), C(-2;2;0), S(0;0;3).

Обозначим плоскость SAB через 
[image: image58.wmf]a

 и запишем ее уравнение в виде ax+by+cz+d=0.
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[image: image59.wmf]a

, поэтому
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В результате приходим к системе 
[image: image65.wmf]30, 2-20, 22-0, 
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откуда а = 0, 
[image: image66.wmf]12, -13
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. Выбирая d = 6, уравнение плоскости 
[image: image67.wmf]a

 получаем в виде 3y - 2z - 6=0, а вектор нормали к ней в виде 
[image: image68.wmf]m
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 = (0;3;-2).

Аналогично обозначим плоскость SBC через 
[image: image69.wmf]b

 и будем искать ее уравнение в виде px+qy+rz+t=0, для чего, как и в случае первой плоскости, составим и решим систему. В результате уравнение плоскости 
[image: image70.wmf]b

 получим в виде
[image: image71.wmf]3-2-60

xz

=

, а вектор нормали к ней в виде 
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 = (3;0;-2).


Пусть 
[image: image73.wmf]j

 - угол между векторами 
[image: image74.wmf]m
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 и 
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. Тогда 
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. Так как cos
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>0, то угол между плоскостями равен 
[image: image78.wmf]j
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Ответ:
[image: image79.wmf]9
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Вопрос. Чему равен двугранный угол при ребре SB у пирамиды из рассмотренного примера?

4.6. Пример решения задачи на построение сечения с заданным углом к некоторой плоскости

В этом пункте разберем следующую задачу.

Пример 3. В кубе ABCDA1B1C1D1 с ребром 1 плоскость 
[image: image80.wmf]a

 проходит через главную диагональ AC1, пересекает ребро CD и образует угол в 60° с плоскостью основания ABCD. Найти, в каком отношении плоскость 
[image: image81.wmf]a

 делит ребро CD.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке B и осями, направленными как на рисунке 8.

Вектор 
[image: image82.wmf]1
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 = (0;0;1) является нормалью к плоскости ABCD.


Плоскость 
[image: image83.wmf]a

 проходит через точку A(1;0;0) и через точку C1(0;1;1). Пусть она пересекает ребро CD в точке P(t;1;0), где 
[image: image84.wmf]01 
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- неизвестное, которое нужно найти. Будем искать уравнение плоскости 
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 в виде
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, поэтому a+d=0; C1
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, поэтому b+c+d=0; P
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Из системы 
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. Выбирая d = -1, запишем уравнение плоскости 
[image: image92.wmf]a

 в виде
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Из условия следует, что если 
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 угол между векторами 
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Так как 
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Значит, 
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Ответ: 
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Вопрос. Какую фоpму имеет сечение куба плоскостью 
[image: image107.wmf]a

 из рассмотренного примера и как вычислить площадь сечения?

Проверь себя.

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

При каких значениях m плоскости с уравнениями 
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Ответ: 1, 3.
При каких значениях m плоскости с уравнениями 
[image: image111.wmf]4310 
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Ответ: 1, 4.

При каких значениях n и m плоскости 
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1. 
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Ответ: 3.

При каких значениях а угол между вектором 
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Ответ: 1, 3.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Выбрать уравнение плоскости, проходящей через точку A(1;-3;2) параллельно плоскости 
[image: image123.wmf]22-10
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Ответ: 2.
При каком значении m плоскость 
[image: image128.wmf]2-3-10 
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перпендикулярна плоскости 
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Ответ: 1.
Угол между плоскостью Oxy и плоскостью 
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Ответ: 1.
Косинус угла между плоскостями 
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Ответ: 2.
Домашнее задание
1. Найдите угол между плоскостями:

а) 
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5. Дан куб с основанием ABCD и боковыми ребрами AA', BB', CC' и DD'. Через вершину B и середины ребер CC' и A'D' проведена плоскость. Найдите величину двугранного угла, образованного этой плоскостью с плоскостью основания.

6*. В основании треугольной пирамиды SABC лежит прямоугольный треугольник ABC, длины катетов AB и AC которого равны 3a и 4a соответственно. Ребро SA пирамиды перпендикулярно плоскости основания и имеет длину a. Через середины ребер AB, SC и точку, лежащую на ребре AC и удаленную от вершины A на расстояние a, проведена плоскость. Определите величину двугранного угла, образованного этой плоскостью и плоскостью основания.

7*. В основании треугольной пирамиды SABC лежит правильный треугольник ABC со стороной 1, ребро SA пирамиды перпендикулярно плоскости основания, |SA|=
[image: image141.wmf]3

. Плоскость 
[image: image142.wmf]a

 параллельна прямым SB и AC, плоскость 
[image: image143.wmf]b

 параллельна прямым SC и AB. Определите величину угла между плоскостями 
[image: image144.wmf]a

 и 
[image: image145.wmf]b

.

8*. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со сторонами |AB|=3, |BC|=2. Боковые ребра пирамиды имеют одинаковую длину, ее высота равна 3. Плоскость 
[image: image146.wmf]a

 параллельна прямым SB и AC, плоскость 
[image: image147.wmf]b

 параллельна прямым SC и BD. Определите величину угла между плоскостями 
[image: image148.wmf]a

 и 
[image: image149.wmf]b

.

9. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA'B'C'D' длины ребер |AB|=1, |AD|=
[image: image150.wmf]3

, |AA'|=2. Через вершины B', D и точку M - середину ребра BC, проведена плоскость 
[image: image151.wmf]p

. Определите величину двугранного угла между плоскостью 
[image: image152.wmf]p

 и плоскостью грани ABCD.

10. В кубе ABCDA'B'C'D' точка M - середина ребра C'D', точка N выбрана на ребре AB так, что |AN|=2|NB|. Через вершину D и точки M и N проведена плоскость 
[image: image153.wmf]p

. Определите величину двугранного угла между плоскостью 
[image: image154.wmf]p

 и плоскостью грани ABCD куба.

11. Все ребра правильной треугольной призмы ABCA'B'C' имеют длину 1. Точка M выбрана на ребре AB так, что |AM|=2|MB|, точка N - середина ребра A'C'. Через вершину C и точки M и N проведена плоскость 
[image: image155.wmf]p

. Определите величину двугранного угла между плоскостью 
[image: image156.wmf]p

 и плоскостью основания ABC.

12. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD сторона основания ABCD равна 1, высота пирамиды равна 2. Точки M и N - середины ребер SB и CD соответственно. Через вершину A и точки M и N проведена плоскость 
[image: image157.wmf]p

. Определите величину двугранного угла между плоскостью 
[image: image158.wmf]p

 и плоскостью основания ABCD.

13**. В основании треугольной пирамиды ABCD лежит прямоугольный треугольник ABC с гипотенузой BC, равной единице, и углом ABC, равным 60°. Длины ребер AD, BD, CD равны 
[image: image159.wmf]13
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; точка M - середина CD. Через прямую BM под углом 45° к плоскости ABC проведена плоскость, пересекающая ребро AC в некоторой точке N. Найдите отношение AN:NC.

14*. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB=4, BC=2. Длины всех боковых ребер равны 3, точка M - середина AS. Через прямую BM параллельно диагонали AC проведена плоскость. Определите величину угла между этой плоскостью и плоскостью SAC.

15*. В основании треугольной пирамиды ABCD лежит правильный треугольник ABC со стороной, равной единице. Ребро AD перпендикулярно плоскости основания, а его длина равна единице. Точка M - середина BD. Через прямую MC параллельно высоте AH треугольника ABC проведена плоскость. Определите величину угла между этой плоскостью и плоскостью ABD.

16**. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB=3, BC=1. Ребро SA перпендикулярно плоскости основания и равно 
[image: image160.wmf]25

; точка M - середина CD. Через прямую BM под углом 45° к плоскости SAB проведена плоскость, пересекающая ребро SA в некоторой точке N. Найдите отношение SN:NA.
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