Угол между прямой и плоскостью

План урока 
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5.1. Сведение задачи о нахождении угла между прямой и плоскостью к задаче отыскания угла между этой прямой и нормалью к плоскости 


Пусть задана плоскость (  и наклонная прямая a которая пересекает плоскость ( в точке A. Опустим из произвольной точки B прямой a, не совпадающей с A, перпендикуляр BH на плоскость ( (рисунок 9). Тогда прямая AH является проекцией прямой a на плоскость (. По определению угол между прямой a и плоскостью ( равен углу BAH. Так как треугольник ABH прямоугольный, то (BAH+(ABH=90(. Значит, угол BAH дополняет до 90( угол ABH, образованный прямой a и перпендикуляром BH к плоскости (, а поэтому sin(BAH = cos(ABH. Отсюда следует, что вычислив косинус угла между прямой a и перпендикуляром к плоскости (, мы сможем найти синус угла между прямой a и плоскостью (.

Вопрос. Пусть 
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 - направляющий вектор прямой a, 
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 - вектор нормали к плоскости ( и угол между векторами 
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 и 
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 равен 120(. Чему равен угол между прямой a и плоскостью (?

5.2. Пример нахождения угла между прямой и плоскостью с применением координат
Пусть в координатном пространстве заданы плоскость ( с уравнением 
[image: image5.wmf]0 
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и прямая l, проходящая через точки A(p1;q1;r1) и B(p2;q2;r2). Тогда вектор 
[image: image6.wmf](;;) 
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является нормалью к плоскости (, а вектор 
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 - направляющим вектором прямой AB. Как следует из предыдущего пункта, угол между векторами 
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 и 
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uuur

 позволяет определить угол между прямой l и плоскостью (.

Пример 1. Найти угол между плоскостью с уравнением 
[image: image10.wmf]230 
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 и прямой AB, где A(0;0;0), B(2;-5;1).

Решение. Обозначим чеpез 
[image: image11.wmf]m
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 = (1;2;3) - нормаль к данной плоскости, через 
[image: image12.wmf](2;-5;1) 
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 - направляющий вектор прямой AB, через ( - угол между векторами 
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 и 
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, через ( - угол между прямой AB и заданной плоскостью. Тогда

cos( = 
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Так как значение косинуса отpицательно, то ( > 90(. Смежный к нему угол ( - (  меньше 90( и cos (( - () = 
[image: image16.wmf]5
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. Так как угол ( - (  дополняет до 90( угол (, то 
sin(=cos (( - () = 
[image: image17.wmf]5
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Ответ: arcsin
[image: image18.wmf]5
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Вопрос. Как связаны друг с другом угол между двумя прямыми и угол между направляющими векторами этих прямых?

5.3. Пример нахождения угла между ребром и боковой гранью пирамиды

В этом пункте разберем следующую задачу.

Пример 2. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD ребра основания ABCD равны 2, высота SH равна 5. Найти угол между прямой SB и плоскостью SAD.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке B и направим ось Ox вдоль BA, ось Oy вдоль BC, ось Oz перпендикулярно прямым BA и BC (рисунок 10). Тогда B(0;0;0;), S(1;1;5), A(2;0;0), D(2;2;0).

Обозначим плоскость SAD через (  и запишем ее уравнение в виде
[image: image19.wmf]0
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. Из условия, что плоскость (  проходит через точки A, D, S, составим систему
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Выражая неизвестные через a, найдем 
[image: image21.wmf]-2, 0, 15.
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В итоге уравнение плоскости (  запишется в виде 
[image: image22.wmf]15-20 
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 или 
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. Отсюда находим вектор 
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 = (5;0;1), перпендикулярный плоскости (.

После этого находим направляющий вектор 
[image: image25.wmf](1;1;5) 
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заданной прямой.

Обозначим через ( угол между векторами 
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, через ( - угол между прямой BS и плоскостью (. Тогда
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Отсюда следует, что ( < 90(. Поэтому угол ( дополняет до 90( угол (, а значит sin( = cos( = 
[image: image29.wmf]10
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Ответ: arcsin
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Вопрос. Как решить эту задачу, выбрав за направляющий вектор прямой SB вектор SB?

5.4. Формула для нахождения синуса угла между прямой и плоскостью 


Выведем общую формулу для вычисления синуса угла между прямой и плоскостью.

Пусть 
[image: image31.wmf]a
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 - направляющий вектор прямой l, 
[image: image32.wmf]m

r

 - вектор нормали к плоскости (, ( - угол между векторами 
[image: image33.wmf]a
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 и 
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, ( - угол между прямой l и плоскостью (. Если 
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 и угол ( дополняет до 
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 угол (. Поэтому 
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Если 
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, то cos( < 0 и смежный угол (-( дополняет до 
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 угол (. Поэтому 
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Как в первом, так и во втором случае, приходим к равенству sin( = |cos(|.

Таким образом, получаем общее правило.

Синус угла между прямой и плоскостью равен модулю косинуса угла между направляющим вектором прямой и нормалью к плоскости.

Вопрос. Как показать, что сформулированное правило выполняется и в тех случаях, когда прямая либо параллельна, либо перпендикулярна плоскости?

5.5*. Пример решения задачи на вычисление угла между прямой и плоскостью
В этом пункте разберем следующую задачу.

Пример 3. В единичном кубе ABCDA1B1C1D1 плоскость ( проходит через вершины A, B1, D1, плоскость ( проходит через вершины A1, C1  и середину M  ребра BC. Плоскости ( и ( пересекаются по прямой l. Найти угол между прямой l и плоскостью грани ABCD.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом A и осями, направленными как на рисунке 10. Тогда вершины куба и точка M имеют координаты: A(0;0;0), B(0;1;0), C(1;1;0), D(1;0;0), A1(0;0;1), B1(0;1;1), C1(1;1;1), D1(1;0;1), M(12;1;0).

Запишем уравнение плоскости ( в виде
[image: image42.wmf]0
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. Из условия, что плоскость ( содержит точки A, B1, D1, составим систему:
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Выражая неизвестные через c, получаем 
[image: image44.wmf]0, -, -
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. В итоге уравнение плоскости ( запишется в виде 
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. Отсюда находим вектор 
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перпендикулярный плоскости (.

Запишем уравнение плоскости ( в виде
[image: image48.wmf]0
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. Из условия, что плоскость ( проходит через точки A1, C1, M, составим систему:
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Выражая неизвестные через p, получаем 
[image: image50.wmf]-, 2, -2

kpmpnp

===

. В итоге уравнение плоскости ( запишется в виде 
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Отсюда находим вектор 
[image: image53.wmf](2;-2;-1),
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 перпендикулярный плоскости (.

Запишем направляющий вектор прямой l в виде 
[image: image54.wmf](,,). 
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Так как 
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, а вектор 
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параллелен плоскостям ( и (, то 
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 Выражая неизвестные f и g через h получаем
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. Поэтому за направляющий вектор прямой l можно брать любой вектор вида 
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При h = 4 получим 
[image: image65.wmf](3;1;4).
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После этого найдем нормаль к плоскости ABCD. Так как 
[image: image66.wmf]1
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и есть нормаль к плоскости ABCD. Обозначим через ( угол между прямой l и плоскостью ABCD, через ( - угол между векторами 
[image: image68.wmf]l
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 и 
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. Тогда 
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Ответ: arcsin
[image: image71.wmf]4
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Вопрос. Как решить эту задачу, не используя метод координат?

5.6. Пример решения задачи на построение сечения, образующего заданный угол с некоторой прямой
В этом пункте разберем следующую задачу.

Пример 4. В единичном кубе ABCDA1B1C1D1 через прямую B1C проведена плоскость, пересекающая ребро AB и образующая угол в 60( с прямой A1B. Найти, в каком отношении эта плоскость делит ребро AB.

Решение. Введем прямоугольную систему координат с началом B и осями, направленными как на рисунке 11. Найдем координаты нужных точек: B1(0;0;1), C(0;1;0), A1(1;0;1), B(0;0;0).

Вектор 
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является направляющим вектором прямой A1B.

Обозначим искомую плоскость через (  и запишем ее уравнение в виде
[image: image73.wmf]0
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. Тогда вектор 
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есть нормаль к плоскости (. Из условия следует, что вектор 
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 образует с прямой A1B угол в 30(, откуда 
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Так как плоскость ( проходит через точки B1 и C, то 
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Заметим, что плоскость ( не может совпадать с плоскостью BB1C, а поэтому не проходит через начало системы координат. Поэтому в уравнении плоскости ( можно взять l = -1. Тогда из системы 
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Следовательно, уравнение плоскости ( имеет вид 
[image: image82.wmf]2-10
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Пусть M(t;0;0) - точка пересечения прямой AB с плоскостью (. Тогда 
[image: image83.wmf]200-10
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, а поэтому точка М - середина отрезка AB.

Ответ: 1:1.

Вопрос. В каком отношении плоскость (  делит диагональ BA1 грани BB1A1A?

Проверь себя.

Задание 1.Выбрать из предложенных ответов правильные. Правильных ответов может быть несколько. В этом случае надо выбрать все правильные.

Какие из перечисленных векторов составляют угол больший 30( с плоскостью 
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Ответ: 1, 4.

С какими из перечисленных плоскостей вектор 
[image: image90.wmf]n

r

(3, 4, 5) составляет угол не равный 45(?
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4. 
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Ответ: 1, 3, 4.

При каких значениях а вектор 
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(1, 0, 1) составляет угол 60( с плоскостью 
[image: image96.wmf]30
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1. -2
2. -1
3. 1
4. 2
Ответ: 4.
Дана правильная пирамида, все ребра которой равны между собой. Какие из перечисленных значений может принимать синус угла между ребром пирамиды и ее гранью?
1. 0
2. 
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Ответ: 1, 2, 3.
Задание 2.

Выбрать правильные ответы

Выбрать, какой из перечисленных ниже векторов составляет наименьший угол с плоскостью 
[image: image100.wmf]20
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Ответ: 4.
Выбрать из перечисленных ниже уравнений то, которое определяет плоскость, составляющую наибольший угол с вектором (1; -3; 2)?
1. 
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3. 
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Ответ: 3.
Синус угла между плоскостью 
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и вектором 
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Ответ: 4.
При каком а  угол между плоскостью 
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Ответ: 1.
Домашнее задание
1. Найдите угол между прямой, проходящей через точки A(1;1;1), B(2;4;0), и плоскостью, проходящей через точки C(1;1;2), D(1;2;1) и E(2;2;3).

2. В треугольной пирамиде SABC ребра AB, AC, AS взаимно перпендикулярны и AB = 3, AC = 1, AS = 
[image: image119.wmf]3

. Найдите угол между медианой BK грани ASB и плоскостью BSC.

3. В треугольной пирамиде SABC ребра SA, AB и BC взаимно перпендикулярны и SA = 1, AB = 2, BC = 4. Найдите угол между медианой BK грани ABC и плоскостью BSC.

4. В треугольной пирамиде SABC ребра SA, AB и BC взаимно перпендикулярны и SA = 4, AB = 3, BC = 2
[image: image120.wmf]5

. Точки K и L - середины ребер AC и SB. Найдите угол между прямой KL и плоскостью BSC.

5. В треугольной пирамиде SABC ребра SA, AB и BC взаимно перпендикулярны и AB = 1, AC = 2, AS = 4. Точки K и L - середины ребер BS и AC. Найдите угол между прямой KL и плоскостью BSC.

6.* В основании прямой призмы ABCA'B'C' лежит правильный треугольник ABC со стороной 2, длины боковых ребер AA', BB', CC' равны 3. Плоскость ( параллельна прямым AC' и A'B. Определите величину угла между прямой BC' и плоскостью (.

7.* В основании пирамиды SABC лежит правильный треугольник ABC со стороной 2, ребро SA перпендикулярно плоскости основания, |SA|=
[image: image121.wmf]3

. Плоскость ( параллельна прямым SC и AB, точка K - середина ребра BC.  Определите величину угла между прямой AK и плоскостью (.

8.* В основании прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1, лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB = 5, BC = 1. Точка M - середина ребра AB. Найдите объем параллелепипеда, если известно, что отрезки MC1 и B1C образуют равные углы с плоскостью A1BCD1.

9.* В основании прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1, лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB = 
[image: image122.wmf]7

, BC = 1. Точка M - середина ребра AB, точка N - середина ребра B1C1. Найдите объем параллелепипеда, если известно, что отрезки MC1 и CN образуют равные углы с плоскостью A1BCD1.

10.* В основании прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1, лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB = 3, BC = 1. Найдите объем параллелепипеда, если известно, что отрезки AC1 и B1C образуют равные углы с плоскостью A1BCD1.

11.*В основании прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с боковыми ребрами AA1, BB1, CC1, DD1, лежит прямоугольник ABCD со сторонами AB = 
[image: image123.wmf]7

, BC = 1. Точка M - середина ребра AB. Найдите объем параллелепипеда, если известно, что отрезки MC1 и B1D образуют равные углы с плоскостью A1BCD1.

12.*В правильном тетраэдре SABC плоскость ( проходит через вершины S, C и середину M ребра AB, плоскость ( проходит через вершину B и точки K и L - середины ребер SA и SC соответственно. Плоскости ( и (  пересекаются по прямой l. Найдите величину угла между прямой l и плоскостью грани ABC.

13*. Сторона основания ABC правильной треугольной призмы ABCA'B'C' равна 1, длины боковых ребер AA', BB', CC' равны 2. Плоскость ( проходит через вершины A, B и C', плоскость ( проходит через вершины B', C и точку M - середину ребра AA'. Плоскости ( и ( пересекаются по прямой l. Найдите величину угла между прямой l и плоскостью основания ABC.

14.* Сторона основания ABCD правильной четырехугольной пирамиды SABCD равна 1, ее высота равна 2. Плоскость ( проходит через вершины A, S и середину M ребра BC, плоскость ( проходит через вершину B и точки K и L - середины ребер AS и SC. Плоскости ( и ( пересекаются по прямой l. Найдите величину угла между прямой l и плоскостью основания ABCD.

15**. В основании прямой треугольной призмы ABCA'B'C' лежит равнобедренный прямоугольный треугольник ABC, у которого AB=BC=1. Длины боковых ребер AA', BB', CC' призмы также равны 1. Через прямую B'C проведена плоскость, пересекающая ребро A'C' и образующая с ним угол в 60(. В каком отношении эта плоскость делит ребро A'C'?

16**. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD со стороной, равной единице. Ребро SA перпендикулярно плоскости основания, и его длина также равна единице. Через прямую SB проведена плоскость, пересекающая ребро AD и составляющая угол в 60( с прямой AC. В каком отношении эта плоскость делит ребро AD?

17**. В основании треугольной пирамиды SABC лежит равнобедренный прямоугольный треугольник ABC, у которого AB = BC = 1. Ребро SC перпендикулярно плоскости основания, а его длина равна 1. Через прямую AC проведена плоскость, пересекающая ребро SB и образующая с ним угол в 60(. В каком отношении эта плоскость делит ребро SB?

Рисунки (названия файлов)

Рисунок 1 —

11-13.eps
Рисунок 2 —

11-14.eps
Рисунок 3 —

11-15.eps
Рисунок 4 —

11-16.eps
_1234449303.unknown

_1234450273.unknown

_1234452137.unknown

_1236410126.unknown

_1236411859.unknown

_1236421942.unknown

_1236423752.unknown

_1236423772.unknown

_1236423467.unknown

_1236421775.unknown

_1236410436.unknown

_1236411024.unknown

_1236411046.unknown

_1236411142.unknown

_1236411036.unknown

_1236410807.unknown

_1236410965.unknown

_1236411011.unknown

_1236410910.unknown

_1236410542.unknown

_1236410257.unknown

_1236410403.unknown

_1236410412.unknown

_1236410334.unknown

_1236410201.unknown

_1236366182.unknown

_1236410085.unknown

_1236410107.unknown

_1236410013.unknown

_1236358614.unknown

_1236359013.unknown

_1236359185.unknown

_1236365718.unknown

_1236358720.unknown

_1234456736.unknown

_1234456969.unknown

_1234456987.unknown

_1234456754.unknown

_1234456711.unknown

_1234451251.unknown

_1234451557.unknown

_1234451939.unknown

_1234452087.unknown

_1234451726.unknown

_1234451743.unknown

_1234451715.unknown

_1234451316.unknown

_1234451344.unknown

_1234451276.unknown

_1234450541.unknown

_1234451008.unknown

_1234451200.unknown

_1234451007.unknown

_1234450384.unknown

_1234450418.unknown

_1234450377.unknown

_1234449786.unknown

_1234449988.unknown

_1234450187.unknown

_1234450206.unknown

_1234449997.unknown

_1234450186.unknown

_1234449860.unknown

_1234449861.unknown

_1234449787.unknown

_1234449602.unknown

_1234449635.unknown

_1234449687.unknown

_1234449785.unknown

_1234449621.unknown

_1234449397.unknown

_1234449587.unknown

_1234449396.unknown

_1234438564.unknown

_1234448028.unknown

_1234448424.unknown

_1234449254.unknown

_1234449283.unknown

_1234448612.unknown

_1234448197.unknown

_1234448281.unknown

_1234448076.unknown

_1234447845.unknown

_1234447953.unknown

_1234448005.unknown

_1234448027.unknown

_1234447882.unknown

_1234438752.unknown

_1234447792.unknown

_1234438751.unknown

_1234420547.unknown

_1234436057.unknown

_1234436249.unknown

_1234438563.unknown

_1234436214.unknown

_1234420790.unknown

_1234420791.unknown

_1234420670.unknown

_1234420671.unknown

_1234420548.unknown

_1234420668.unknown

_1234420078.unknown

_1234420175.unknown

_1234420289.unknown

_1234420100.unknown

_1234420174.unknown

_1234420094.unknown

_1234420057.unknown

